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Introduccion

Los sistemas de imagenes tomograficos son disenados para analizar la estructura y com-
posicion de los objetos, examindndolos mediante el célculo de informaciéon a lo largo de
secciones transversales virtuales a través de ellos; el interés principal es la imagen obtenida
con ayuda de la computadora, la cual representa la distribucién espacial de un parametro
fisico y se calcula a partir de mediciones realizadas en la frontera de la regién de estudio.
En combinacion con el sistema de medicién electrénica, el procesamiento de la informa-
cién recopilada juega un papel crucial en la produccién de la imagen final. La tomografia
complementa el rango de instrumentos de imagen dedicados a la observacion, tales como el
radar, sonar, ecdgrafo, sismégrafo o lidar (un sistema de deteccién que trabaja con el mismo
principio que el radar pero que usa luz de un laser). Actualmente, estos instrumentos se uti-
lizan en su mayoria para detectar o localizar un objeto, por ejemplo un avién por su eco en
una pantalla de radar, o para medir alturas, densidad o grosor, por ejemplo de la superficie
de la tierra o de una capa geoldgica. Una parte importante de los sistemas de imagenes,
tales como camaras, videograbadoras o microscopios es el sensor que entrega directamente
la imagen observada. En tomografia, el sensor realiza mediciones indirectas del objeto de
estudio mediante la deteccién de informacion de la respuesta del sistema al tipo de campo
inducido en él. Estas mediciones son descritas mediante ecuaciones, las cuales conducen a
lo que se denomina problema directo, es decir, la ecuaciéon de mediciéon o ecuaciéon de senal.
Para obtener la imagen final, se aplican algoritmos apropiados para reconstruir las secciones
transversales virtuales a partir de los datos disponibles de la ecuacién de senal, por lo tanto,
la reconstruccién resuelve el problema inverso ([I}, [7, 1T, 12]).

A partir de 1980 se han venido desarrollando diferentes técnicas para la medicion de los
diferentes componentes de un flujo multifasico como el petréleo mientras fluye a través de una
tuberfa ([4, [15]). Algunas de estas técnicas son no invasivas de visualizacién, caracterizacion
y medicién, y no requieren andlisis de laboratorio, estas técnicas se conocen con el nombre
de tomografia de procesos.

Los pozos de petroleo normalmente no producen sélo aceite, sino una mezcla compleja
de muiltiples fases que tienen cantidades variables de aceite, gas y agua. La determinacion de
la cantidad de cada componente que se produce en realidad por cada pozo en especifico es
de mucha importancia para la explotacion eficiente de los embalses o depédsitos de petroleo.
La forma convencional de hacer esto es mediante la separacién de la mezcla y la medicién
de cada componente individual utilizando medidores de flujo monofésicos. Sin embargo, los
separadores de tres fases necesarios son excesivamente voluminosos y caros.

Las técnicas de medicion de flujo multifasico que no requieren separacion de la mezcla han
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Introduccién

surgido en la dltima década ([§]). Entre los enfoques més prometedores en la actualidad bajo
investigacién estd la Tomografia de Capacitancia Eléctrica (TCE), basado en visualizacion de
flujo multifasico utilizando métodos tomograficos ([0]). La principal ventaja de los métodos
tomograficos yace en su inherente operacién no invasiva y con régimen de flujo independiente
([11, 12]).

La técnica de la TCE es relativamente nueva con un mayor desarrollo en los tltimos 15
anos, actualmente se continia investigando sobre los avances técnicos y areas de aplicacion.
Entre los problemas abiertos mas importantes de atender se encuentran los siguientes:

1.- Determinar el nimero de mediciones necesarias para identificar la permitividad de un
medio.

2.- Proponer nuevos algoritmos de solucién estables con una justificacion tedrica rigurosa
e implementacion viable.

3.- Implementar los algoritmos recientes en la construccion de tomégrafos.

4.- Resolver el caso tridimensional con métodos justificados tedricamente.

5.- Mejorar el tamano del mallado para resolver el problema inverso numéricamente y se
disminuya la influencia de la discretizacion del dominio, el cual es un proceso inestable.

En este sentido, el enfoque de este trabajo consiste en hallar una aproximacion a la
solucion del problema inverso, usando un algoritmo de reconstrucciéon de la permitividad.

El aporte principal de la tesis es exponer la deduccién del modelo matematico de la
Tomografia de Capacitancia Eléctrica, ademas de realizar un andlisis tedrico del método
de solucién propuesto en ([3, 4]) con el objetivo de obtener un panorama completo de la
Tomografia de Capacitancia Eléctrica y determinar la permitividad reduciendo el problema
a un problema de optimizacién cuadratica con restricciones cuadraticas.

La organizacién de este trabajo de tesis es como sigue.

En la primera parte de este trabajo damos un panorama general de la TCE, la deduccion
del modelo, el planteamiento del problema inverso y la prueba de que dicho problema inverso
es mal planteado en sentido de Hadamard. Ademas de exponer un resultado de unicidad
de la solucién del problema. En el capitulo 2, se obtiene explicitamente la expresion para
el potencial en la region donde se encuentran colocados los electrodos y se obtienen las
relaciones entre el potencial generado por el campo eléctrico inducido y la permitividad
desconocida, de acuerdo al modelo planteado para el problema de la TCE. En el capitulo 3
se plantean los pasos del algoritmo de solucién y se justifican tedricamente, ademas se da la
forma explicita de una aproximacion a la solucién del problema.

Armando Alcala Vallejo

Instituto de Fisica y Matematicas,
Universidad Tecnolégica de la Mixteca.
Marzo de 2017.
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1.1.

1.1.1.

Capitulo 1

Tomografia de Capacitancia Eléctrica

En este capitulo planteamos la deduccién de un modelo matematico de la Tomografia de
Capacitancia Eléctrica (TCE) asi como el problema que se va a resolver. Se muestra que el
problema es mal planteado en sentido de Hadamard, y se presenta un teorema de unicidad
de la solucién débil del problema inverso.

Descripcion fisica del problema de la Tomografia de Ca-
pacitancia Eléctrica

Conceptos basicos

Antes de deducir el modelo matematico, daremos la definicién de algunos conceptos
importantes que se toman como hipétesis para nuestro modelo.

Medio Isétropo: Objeto o sustancia que tiene una propiedad o caracteristica fisica
medible, la cual tiene el mismo valor cuando se mide en cualquier direccién a partir de un
punto (localmente).

En el caso del modelo de TCE, el medio en el cual se hacen las mediciones es heterogéneo;
y la caracteristica a medir es la permitividad eléctrica . La permitividad depende del punto
en el que se hace la medicién, pero como las sustancias presentes en el medio no se mezclan
completamente, se puede considerar que localmente nuestro medio es isétropo; asi que al
ubicarnos en un punto y medir la permitividad, ésta tendra el mismo valor en cualquier
direccion en una vecindad pequena del punto.

Ejemplo de material isétropo es el acero, sus propiedades mecéanicas y térmicas son las
mismas en todas las direcciones.

La anisotropia (opuesta de isotropia) es la propiedad de algunos materiales o sustancias,
segun la cual, cualidades como: permitividad, conductividad, permeabilidad magnética, elas-
ticidad, temperatura, velocidad de propagacién de la luz, etc., varian segun la direccién en
que son examinadas. Algo anisétropo podra presentar diferentes caracteristicas segun la di-
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reccion. La anisotropia de los materiales es més comun y perceptible en sélidos cristalinos,
debido a su estructura atémica y molecular regular ([16]).

Algunos ejemplos de materiales anisotropos son la madera, algunos cristales y los metales
laminados.

Medio homogéneo: Medio o sustancia con las mismas propiedades fisicas y quimicas
en cualquier punto.

En nuestro caso cuando la permitividad no depende del punto de posicion, el medio es
homogéneo.

En la mayoria de los casos, los materiales usados para la experimentacién muestran no
homogeneidad muy pequena, por lo que se les da el tratamiento como materiales homogéneos.

La atmésfera es un ejemplo de medio no homogéneo, ya que su permitividad varia con
la altitud.

Nuevamente en nuestro caso, aunque dentro del modelo hay un medio heterogéneo, las
sustancias no se mezclan completamente, por lo tanto consideraremos que de manera local
nuestro medio se comporta como un medio homogéneo. Es decir que la permitividad no
cambia de un punto a otro en una vecindad, excepto tal vez en la frontera de dicha vecindad.

Medio lineal: Un medio lineal es aquel en que se mantiene la proporcionalidad causa-
efecto entre dos magnitudes relacionadas por una caracteristica fisica.

Los materiales en los cuales sus parametros constitutivos €, g y o no estan en funciéon de
la intensidad del campo eléctrico, magnético, o de ambos (bianisotrépicos) se conocen como
lineales. En el caso contrario se conocen como no lineales.

En un medio lineal, la relacion entre el campo eléctrico E y la densidad de ﬁUJO eléctrico
D y también entre el campo magnético H y la densidad de flujo magnético B es lineal.

Un material dieléctrico en el que se aplica D = ¢E es lineal si la densidad de campo
eléctrico D varfa linealmente con la intensidad del campo E , v no lineal en caso contrario.

La permitividad y la permeabilidad son escalares cuando las cargas estdn en medios
homogéneos e isétropos. En medios isétropos y heterogéneos, en los cuales las sustancias
o materiales no se mezclan completamente, la permitividad y la permeabilidad atn siguen
siendo escalares, aunque dependen de la posicién, pues la regién de interés puede dividirse
en subregiones, en cada una de las cuales el medio puede considerarse homogéneo.

La TCE es una técnica emergente dirigida a la visualizacién interna no invasiva de mezclas
eléctricamente no conductoras en procesos industriales como mezclado, separacion y flujo
multifdsico ([9, 10]).

El principio bésico de este método consiste en colocar un sensor que contiene un arreglo
de entre 8 y 24, algunas veces mas de 24, electrodos de deteccién contiguos alrededor de la
tuberia que transporta los fluidos en proceso, en la seccion transversal a ser investigada. La
pared de la tuberia debe ser eléctricamente no conductora en la zona de los electrodos. El
sensor también tiene una cubierta exterior cilindrica de metal que lo cubre por completo, la
cual se conserva siempre a un potencial eléctrico de cero volts, (ver Figura .
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Figura 1.1: Tubo con sensores.

Los electrodos de deteccion estan conectados a un equipo que permite la medicion de
todas las capacitancias mutuas entre los diferentes pares de electrodos, y a partir de este
conjunto de medidas se obtiene la distribucion de la permitividad eléctrica dentro del sensor,
usando un algoritmo de inversién adecuado, el sistema completo puede verse en la Figura
1.2 .

SEE

" YOUR PROCESS

Figura 1.2: Sistema completo.

El La distribucion de la permitividad refleja el arreglo espacial de las fases en el flujo. La
reconstruccion de la imagen puede por lo tanto ser considerada como un problema inverso
de permitividad.

El problema directo consiste en determinar las capacitancias mutuas dada una distribu-
cién de permitividad conocida dentro de la tuberia. El problema inverso implica hallar una
distribucién de permitividad desconocida dentro de la tuberia basandose en el conocimiento

IFiguras y tomadas de la pagina web de ITS UK.
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de las capacitancias mutuas (teniendo en cuenta que en la tuberia misma y en el drea entre
la tuberia y el protector, se conoce la distribucién de la permitividad).

Mediante un dispositivo electrénico se fija el cilindro exterior a tierra de manera que el
potencial eléctrico sobre dicho cilindro se puede considerar igual a cero. Este dispositivo esta
conectado a los IV electrodos dispuestos sobre la superficie del tubo, de manera que produce
un potencial igual a uno en el electrodo de referencia y cero en los restantes.

Cuando se produce este arreglo de potencial superficial, sobre los cilindros intermedio
y exterior, se mide la capacitancia mutua entre el electrodo de referencia y los restantes
electrodos. Para medir la capacitancia mutua C;; entre los electrodos 7 y j, se aplica un
voltaje sinusoidal de magnitud V' al electrodo i (fuente), conservando el resto a potencial
cero, y se mide la carga eléctrica ); inducida en el electrodo j (detector).

Entonces C; j se obtiene con la férmula

_Q
Cus = x5 (1.1)

donde AV}, es la diferencia de potencial entre los electrodos ¢ y j.

El uso de las protecciones cilindricas en el extremo de los electrodos de deteccion (supo-
niendo que la distribucién de fase cambia lentamente en la direccién axial) permite repre-
sentar al sensor con un modelo bidimensional ([§]).

Las mediciones de capacitancia mutua se repiten considerando como electrodo de refe-
rencia cada uno de los N electrodos del arreglo.

Existe una pequena separacion entre dos electrodos consecutivos, en la que se encuentra
un material aislante para disminuir los efectos capacitivos entre los electrodos, comunmente
se coloca aceite para contrarrestar la presién producida por el flujo multifasico en la pared
interior del tubo.

Modelo matematico de la TCE

Denotamos por €2 a la region que corresponde a una seccién transversal de una tuberia, la
cual esta conformada por la union de tres subregiones: un circulo €21 y dos anillos concéntricos
adyacentes Qy y Q3 (ver Figura[L.3).

)1 representa el interior del tubo, donde fluye la mezcla o sustancia de la cual se intenta
obtener informacién. La regién {25 representa el grosor del material del cual esta hecho el
tubo, generalmente un material dieléctrico; la frontera interior de esta regién representa
la superficie interior del tubo y la frontera exterior representa la superficie exterior del
tubo. Finalmente 23 representa la region comprendida entre la superficie exterior del tubo
y la proteccién de los electrodos, en esta region estan colocados los N electrodos, fijos a la
superficie exterior del tubo, los electrodos son de igual longitud angular.

Los electrodos al ser muy delgados y tener huecos muy pequenos entre ellos, se pueden
modelar como superficies equipotenciales (lineas en el modelo bidimensional) que cubren
toda la frontera entre €25 y 23. La protecciéon de los electrodos se modela como una linea
equipotencial en el perimetro exterior de 2.

Asi la regién €2 se puede describir como
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INTERIOR DEL TUBO

o !

Figura 1.3: Seccién transversal.

Q=0 UQ, UQ, donde Q denota la cerradura de la regién Q y

Ql = {Z€R2:’2‘<R1}7
{Z€R21R1<|Z’<R2},
Q3 = {Z€R21R2<|Z|<R3}.

&
I

Debemos considerar que el electrodo i—ésimo se encuentra en el arco S; definido y deno-

tado por:
2m(i — 1 2w
Si:{z€R2:|z|:R2 y Mgargzgw}.

De esta manera cuando el electrodo i—ésimo definido por S; se toma como electrodo de
referencia, se obtienen N — 1 mediciones de capacitancias mutuas Cj;, 1 < j < N, j # ¢;
luego, al variar el electrodo de referencia S; con 1 < ¢ < N, habremos efectuado un total
de N(N — 1) mediciones de capacitancia mutua. Como se cumple que C;; = C}; entonces
tendremos W mediciones independientes.

Las capacitancias se expresan mateméaticamente como una integral sobre la superficie del

electrodo. Se puede ver que:
v @
Cij = K/S] 5(%’,:1/)%(18, (12)

donde V@ es el potencial generado en el interior de la regién al inducir un potencial en la
superficie del electrodo i-ésimo, e(x,y) es la permitividad del medio, S; es la superficie del
electrodo j—ésimo y K es una constante conocida. '

Denotemos por ¢, la permitividad en la region ) para k = 1,2,3 y por Vk(l)(z), 1=
1,2,3,...,N, k= 1,2,3, al potencial producido en €2, cuando el potencial en el electrodo ¢
esta ajustado a 1 y en los electrodos restantes ajustado a cero.
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Deduccion de la ecuacién div (eVu) =0

Para nuestro problema, suponemos que el medio es homogéneo, lineal e isotrépico, por
las razones expuestas en la seccion [1.1]

Suponiendo que el flujo cambia infinitesimalmente durante el tiempo requerido para un
conjunto de mediciones, y que la frecuencia del voltaje de excitacion es tan pequena que la
correspondiente longitud de onda es mas grande que las dimensiones del sensor, se puede
considerar un modelo estatico ([I3], 14]).

Se conoce que las leyes de Maxwell son:

V D = o) Ley de Gauss para el campo eléctrico;

V-B= 0, Ley de Gauss para el campo magnético;
VxE= %]f , Ley de Faraday;
VxH=J+ 88? , Ley de Ampere - Maxwell;

donde las notaciones utilizadas son:

E campo eléctrico  [Volts/metros) ;

campo magnético [Amperes/metros];

densidad de flujo eléctrico  [Coulombs/metros?];

densidad de flujo magnético [Weber/metros®];

densidad de corriente eléctrica [Amperes/metros?];

densidad volumétrica de carga eléctrica [Coulombs/metros?].

Ademés D = ¢E , B = uﬁ , J = O’E; donde €, p y o son la permitividad eléctrica,
permeabilidad magnética y la conductividad respectivamente.

Estamos considerando que nuestro modelo representa un sistema aislado de cualquier
campo magnético exterior, ademéas también todos los electrodos estan aislados entre si para
evitar inducciéon de campos magnéticos entre ellos, de tal manera que de existir un campo
magnético dentro del sistema, éste es tan pequeno que se puede descartar. Por ello podemos
considerar que V-B=0.

Como el campo E es constante, entonces su rotacional es el vector cero, asi VxE= 0,
ademas en caso de existir densidad de flujo magnético esta debe ser constante y por lo tanto
—%—Jf = 0; pues la derivada parcial respecto a cualquier variable de un vector constante, es
el vector cero.

Como D = cE y VxE= 0, entonces existe una funcién potencial V tal que E = -VV,

por lo tanto

B vl wie]]

6 . Z_j = 6 . (gE_;) = Pu> luego V- (6(—VV)) = Pu>

por tanto — V- (eVV) = p,. (1.3)

Como p, representa la densidad volumétrica de carga eléctrica al interior del tubo y en el
interior hay un medio no conductor, en el cual no se ha introducido desde el exterior carga
adicional alguna, entonces la carga libreﬂtotal en todo el volumen del dieléctrico se conserva

2Las cargas libres son las cargas negativas presentes en los electrones libres de los 4tomos, es a estas
cargas a las que hace referencia la densidad volumétrica de carga presente en la Ley de Gauss para el campo
eléctrico, y como en los dieléctricos no hay electrones libres entonces la densidad volumétrica de carga es
cero.
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igual a cero ([23]), es decir que p, = 0, otra manera de explicar que la divergencia dentro
de la region dieléctrica es cero, es que aunque hay cargas positivas dentro de la regién, éstas
estan en reposo pues no hay electrones libres que las transporten de un punto a otro dentro
de la regién, por lo tanto las cargas estan en reposo, en otras palabras en cada punto de
la regién no hay fuentes ni sumideros y de esta manera no hay densidad de flujo eléctrico
y por lo tanto la divergencia del campo eléctrico es cero y si se induce un campo eléctrico
desde fuera de la regién, entonces en cada superficie cerrada en una vecindad de cada punto
la cantidad de flujo eléctrico que entra es la misma que la que sale de la superficie. Por lo
tanto la ecuacion queda finalmente como

V- (eVV)=0.

Deduccion de las condiciones en la frontera

Las condiciones en la frontera para los vectores de campo eléctrico, en la zona interfacial
entre dos medios pueden obtenerse aplicando la ley de Gauss.

Estos medios pueden ser dos dieléctricos con diferentes propiedades, un medio dieléctri-
co y un medio conductor o dos medios conductores. El vacio suele considerarse como un
dieléctrico de permitividad &y.

Debido a que nuestra region de estudio esta conformada por medios dieléctricos, conside-
remos dos medios dieléctricos en contacto con permitividades €1 y €5 respectivamente. como
se muestra en la Figura|1.4]

Figura 1.4: Frontera entre dos medios dieléctricos.

E| Supondremos que hay una densidad superficial de carga externa, a la cual llamaremos
o, que puede variar de un punto a otro en la zona interfacial. Construyamos ahora una
pequena superficie S en forma de cilindro, (ver Figura , que corta a la zona interfacial
y encierra un area AS de dicha zona, siendo la altura del cilindro muy pequena comparada
con el didmetro de las bases. La carga encerrada por S es:

1
ocAS + B (p1+p2) V.

3Figura [1.4 tomada de [14].
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donde el volumen V' del cilindro es despreciablemente pequeno, de modo que el ultimo
término puede despreciarse. Aplicando la ley de Gauss a S, vemos que

DgﬁgAS+D1ﬁ1AS:O‘AS — (DQ—Dl)-ﬁQZO‘

en este caso Dy = e1F) y Dy = e5F5 son los desplazamientos eléctricos en ambos medios
dieléctricos.
Puesto que 715 es la normal exterior a la zona interfacial, entonces.

D2n - Dln = 0,

en esta igualdad Dy, = Dy -7is y Dy, = D7 - 1l son las componentes normales a la superficie
interfacial de los vectores de desplazamiento eléctrico en los medios dieléctricos.

De modo que la discontinuidad en la componente normal de D esta dada por la densidad
superficial de la carga externa sobre la zona interfacial. O, dicho de otra forma, si no hay carga
en la zona interfacial entre dos medios, entonces la componente normal de D es continua.

Es decir

D5, — Dy, =0; lo cual nos lleva a D,, = Dy,

Yy como Dgn = D2 . ﬁg y Dln = D1 . ’ﬁjg y ademas D2 . ﬁg = 62E2 . ﬁg = —€2VVV2 . ﬁg = —g—,}g
(definicién de derivada normal), como consecuencia llegamos a 512—7‘% = 5227‘%

Debido a que el campo electrostatico EF puede obtenerse como menos el gradiente de un
potencial, la integral de linea de F - dl alrededor de cualquier trayectoria cerrada se anula.
Apliquemos este resultado a la trayectoria rectangular ABCD de la Figura [I.4l Sobre esta
trayectoria, los segmentos AB y CD se consideraran iguales a Al y los segmentos AD y BC
se supondran despreciablemente pequenos. Por consiguiente

Ey-Al+ E; - (—Al) =0 lo cual implica que (Fy — Ey) - Al =0,
donde Ey y E; son los campos eléctricos en ambos medios.
En consecuencia, el resultado es
Ey = Eyy;

que son las componentes tangenciales de los campos eléctricos.

Por lo tanto, la componente tangencial del campo eléctrico es continua al atravesar una
zona interfacial ([14]).

Por lo anterior, el potencial eléctrico Vi(z), para i =1,..., N satisface la siguiente ecua-
cién:

div(ex(2)VV}) = 0, para z € Q, k=1,2,3, (1.4)

y las condiciones de frontera:
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Vi(z) = Vi(2), si |z| =Ry

Vi) = Vi(z)=wg0), s |2| =Ry (1.6)
Vi Vi
Vi(z) = 0, si |z| = Rs; (1.8)
Donde .
0, si 0<6) — 6y
(=)
k1, st 6 — g <0<67;
v (0) =4 1, sio 67 <g<o; (1.9)
(+)
1 s 0 <0< 6 40y
0, si 0>6 — 6,

\

donde 7i; es el vector unitario exterior al circulo |z| = R;.

En lo que sigue, nuestro modelo estard determinado por el problema con valores en la
frontera -.

El problema directo consiste en calcular la solucién V(%) del problema con valor en la
frontera — y los valores de capacitancia mutua Cj; para una permitividad conocida
£1(2). El problema directo es un problema bien planteado en el sentido de Hadamard y es
numéricamente estable ([7]).

Podemos describir el problema inverso de la siguiente manera: A partir de , dados
w valores Cj; t,5 = 1,2,..., N, @ < j, de las capacitancias mutuas entre los electrodos
Si y S, determinar aproximadamente el valor de £1(z) usando el modelo —. El
problema inverso es mal planteado en sentido de Hadamard, como exponemos mas adelante.

Se debe resaltar que aunque las hipdtesis basicas del trabajo estan orientadas a resolver
un problema de la industria petrolera, este problema tiene muchas otras aplicaciones dentro
de la tomografia de procesos (111 [12]).

Planteamiento del problema

Usando el Teorema de Green para integrales de linea, se puede obtener de (|1.2)) la siguiente

relaciéon
ds = — ds — =L % - 1.10
/aﬁzs & 53/87728 K ( (1.10)
Sy S]‘."

donde S}y S;-r denotan el arco S; obtenido como un conjunto de puntos limite de €23 y 5,
respectivamente.

El hecho de que la funcién Vg(i) esté desacoplada en el modelo 1'1' y de que sea una
funciéon armonica en €23, significa que podemos calcular V3(Z) de manera independiente, lo cual

9
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nos permite obtener el valor del lado derecho de la ecuacién ((1.10) a partir del conocimiento
de los valores de capacitancia mutua c¢; ; medidos experimentalmente donde

an(i)
Cij = —_,dS; 1.11
=[5 (1.11)
S
entonces, el objetivo general es resolver un problema equivalente:
Dados w valores ¢, 4,7 = 1,2,3,...,N, ¢ < j, obtenidos usando las
ecuaciones ([1.10) y (1.11)), determinar aproximadamente el valor de €;(z) usando el modelo

4)-E9.

Una de las principales caracteristicas de este trabajo, con respecto a los métodos tra-
dicionales de inversiéon por minimos cuadrados, es el hecho que en este trabajo se resuelve
un problema de optimizacion, el cual no implica resolver una ecuacion diferencial en cada
iteracion ([5]). Ademas el algoritmo propuesto es estable en sentido de Hadamard y puede
ofrecer bajo costo computacional, lo cual es crucial en este tipo de problemas.

TCE, un problema inverso mal planteado en sentido de Hadamard

En esta seccién veremos que al tratar de identificar £ nos encontramos con problemas de
estabilidad y por ello se dice que el problema es mal planteado, en sentido de Hadamard E|
Para demostrar la inestabilidad del problema, usaremos conceptos de los espacios de

Sobolev.
Consideremos el problema de Dirichlet:

div(eVu) =0, en
u=f, en Of).

En [22] se muestra quesie € C' (Q) ysi f € H 2 (892), entonces existe una tinica solucién
débil, (ver definicién en la pagina 7 u € H'(Q) que cumple:

ou

E% € H 5(69)

oN

Ademas; en ese mismo trabajo, se muestra como se puede definir la transformacion

Dirichlet-Neumann, (ver definicién en la pdgina , denotada como A, por :
Ao H? (9Q) — H™ 2 (89):

ou

au H3 (99
€5 € (092,

o0

As () = (eVu) - nfyg =

4Un problema inverso es bien planteado en sentido de Hadamard si la solucién existe, es tinica y depende
continuamente de los datos, si alguna condicién no se cumple se dice que el problema es mal planteado en
sentido de Hadamard.

10
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y se demuestra que esta transformacion es acotada.

Por lo anterior, el problema inverso de Tomografia de Capacitancia Eléctrica consiste
en hallar a la funcién de permitividad e, a partir del conocimiento del operador Dirichlet-
Neumann para un nimero suficientemente grande de pares de datos de Cauchy de la forma
(tlog - <221,

90 =i loa) _ _

Para ver que el problema de identificar € es mal planteado, debemos demostrar que el
operador inverso no es continuo, para ello basta con mostrar la existencia de una sucesion
A; que converge a cero pero €; /— 0 cuando i — 0.

Sea entonces
A { 1, en €;
R 1+q, en Qg
donde ¢ >0y 0 < R< 1.
En la regién €; la ecuacién div (eVu) = 0 se puede escribir como Au = 0 ya que ¢ es
constante. También Au = 0 en Qpg.
Supongamos que uly, = f ¥ 5%‘ 0q = ¢, donde 0%} es la circunferencia unitaria.

=
mn

Uy, €n Ql7
u =

Denotemos por:

ug, en $p.
Por la continuidad de los potenciales y de las corrientes normales, se cumple que:

{ U1 = ug, en O;

Ouw _ . Oup
€155 = erGa en  0Q.

Nota: En este caso la normal 7 coincide con el radio.

Resolveremos el problema directo, es decir calcularemos el potencial u a partir del cono-
cimiento de ¢ y f.

Como u es armonica, se le puede representar en serie de Fourier:

5 (bt ea) ()" e, en Qg
nez
’9 — n#0 '
W=y v b0 ()" e ()] @m0, en .
nez
n#0

Ademas, desarrollamos a f en serie de Fourier:

F0) =" fae™, 0 € [0,2n];
ngo

Usando las condiciones de compatibilidad en 02 y la condicién en 0€); se tiene que

ou Ou

€R§, = %, en 8@1

De aqui que

du nl il In| ~lnl—-1| _ino.
or % [b”Rm ()™ = e R™n| (r) ¢ =
n#0

11
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=1 nez

n n n
= {b”}’yi — R |n|} e

n#0

Por otro lado, por la condicién de frontera ul,_, = f(6), debe cumplirse

u(1,9>—2{£n R"} => fwe™ =f0O) =

nez nez
n#0 n#0

e R = foy,  Yne€Z;n#0.

(1.13)
La ecuacién (|1.13) nos sirve para hallar las incégnitas b, y ¢, para completar la serie de

Fourier de la funcién u(r, §). Para hallar otra ecuacién usamos la continuidad de las corrientes
normales en 0€)r, en efecto,

ou_ ou
(1 + Q) aﬂ W o0 )
donde "
_(r,0) = by + Cn nb- R;
u_(r,0) %( C)<R> e r<
uy(r,0) = Z [bn (%)ln +cp (%>_ln|} e | r>R.

n#0

Derivando cada ecuaciéon respecto a la variable r e igualandolas obtenemos

(1+9) RZEZ (bp + Cn) <}|%| || I~ 1> eint — Z lbn (11|277|1|) phl=1_ (ﬂ) T,n|1:| gind

—In|
nez }{
n#0 n#0

r\ Il , r\ 7l 7\ ~Inl :
1+4q b, +cn) |n (—) rlein? — { nl|b,, (—) rt—ec,In (—> 7’1] e
(1+49) %Z:( )Inl {5 %Z: n| n|

n#0 n#0

Si r = R entonces la igualdad queda de la forma siguiente:

(1+49) Z (bn + ) [fr~te™ Z [[n|bar ™! = culnjr™'] €™
nez nez

n#0 n=£0

Esto implica que:

> (L+G) (oo + ) Inlr e = (b, —

nez
n#0 n#0

cal [nlr e,

12
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Esta igualdad es verdadera si:

VnelZ; n#0, (14+4)(b,+cy)=0b,—cy (1.14)
Con las ecuaciones (1.13]) y (1.14]) se forma el sistema siguiente
- R|n‘cn - f(n)u

(1+G) (b + ) = by —
que es equivalente a

~

— RI"le, = fiy;

Gbn, + (24 q) ¢, = 0.

La solucién del sistema es

_ M N (O B
que se puede escribir como
y _ fw @+ a) R o —fwaR"
T2+ ¢+ RANY) T (24 ¢+ RAM)
Luego
fo (24 G)RI" — f,GRI 2 fom R™
by + c, = J0@ ) [ndB7T___ 2fw) . (1.15)
(2+ G(1 4 R2nl)) (24 q (14 R2nN))
Ademsés
nl Il nl ol -
by, n Rl —|—cnR il =b, n Rl + c, R
sustituyendo los coeficientes b,, y ¢, obtenemos
b L t o gl — _Jm@+ QR o d R
"R @+q(L+ RN RA (24 q(L+ RA))R
o L paleal _ S @@ fegR2re
"RInl (2+G(1+ R2A)) (24 ¢(1+ R2nl))
In| T2 4 §)rin — gRAnI—In
; Inl.—In| _
Finalmente bann‘ + ¢, R™r = fn) [ 2+ a1+ B2 }
Sir =1, se tiene
: [ 24G—qRrA : [2+q—qRrA
n - = J(n — 1.16
f<>[2+q(1+32|nl) ™) |25 g+ gRE) (1.16)

13
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Dividiendo por ¢ la expresion entre corchetes en ([1.16)) obtenemos:

2
rinl L+5 - B2
Inl,.—In| —f B S

Sil+ % = « entonces la expresion anterior se puede escribir como

_ p2n|
m I S K e L
bnR‘n‘ + CnR T — - f(n) |:O[ _|_ Ran:| ) (117)

al sustituir las expresiones ([1.15)) y (1.17) en u(r, ) tenemos la forma de wu(r, ).

plnl

( 2/ R Inlin .
,;Z (2+q(1+R2IT)) (g)" e, en Qp;
n#0
U(T,e) - |
¢ _ Rp2|n| .
2 [fm) %] e, en Q.
\ n#0
que finalmente queda como
( Qf(m - .
%mﬂ"'em, en Qg
n#0
u(r,0) =
£ — [n| .
\ n#0

Hasta aqui queda resuelto el problema directo, esta informacion la usaremos para demos-
trar que el problema inverso es mal planteado.
Sean

o . __}%ﬂnl .
(Aerf) (6) = 52(1,0) = > [fw h}

neZ
n#0

y o ()OO =D fwme™  0el0,2q].
ngo

Probaremos que ||A;, — Ay|| — 0 cuando R — 0.

¢ Of_-lzmn‘ in £ _in
[ = 80O By = | [Fir S| €77 = 3 ™

nez nez
70 70 L2(0,27)
2 2
o — R2M s e a— R —q - gAY

n
n#0 L2(0,27) n#0 L2(0,27)

14
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2

—92R2n| s s 4 R4Inl
- nze;[w}%?'"'} Jw € /glwmlnl }

n#0 L2(0,27) 70

~

’ |ei”9|2d0;

(n)

y debido a que R < 1y 4 < 4[n|, ¥Yn € Z, n # 0 se tiene R < R* por lo que
AR < AR ; ademas como (a + R2|"|)2 > 0, entonces —~—— >0y
(a+R2|"‘)
4 R4 4R*
més atin  o? < (o + R2|”|)2;

< b
(a4 R27)* = (o + R2nl)?

1 1

1 1 impli —_— < —
o cual implica que (o5 R2E < o2
4R AR
Por lo tanto ( 7 ‘)2 < —-, lo cual nos lleva a lo siguiente:
o+ kA7 o

4 R4 ; Jin 2.
/Z (0 + B2y’ T d9</z[ ] fiof Jeel" a8
s st
4R 4R
{ } /Z]f df = — |1 fl7202m)

n#0

De todo lo anterior concluimos que:

4R* 4R*
2 2 2
||(A6R - Al)(f)||L2(0,27r) < o ”f||L2(0,27r) = ||AeR - A1||L2(o,27r) < a2

2R? .
= Aep = Aillr20m) < - [Aer = Mill 2 pm — 0 st R —0.

Sin embargo  |leg — &1 = ller — 1|, =sup{0,¢} = ¢ # 0.

Por lo tanto ||eg —e1]|,, =¢ #—= 0 cuando R — 0.

De lo anterior podemos concluir que el problema inverso es inestable y por lo tanto es
mal planteado.

El andlisis anterior nos permite asegurar que el problema de identificar € a partir de los
datos A, es inestable, esto es; pequenos errores en los datos pueden producir errores grandes
en la solucion reconstruida.

Por otra parte, la discretizaciéon numérica del problema también puede conducir a des-
viaciones significativas en el cdlculo de €1(z), y en este caso se deben usar algoritmos de
regularizacion. En esta tesis se propone un algoritmo que tomara en cuenta el mal plantea-
miento y la inestabilidad numérica en la soluciéon del problema inverso.

15
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1.5. Unicidad de la solucién

Veamos ahora que la solucién débil del problema de identificacion de ¢ es tinica, en caso
de existir.
Consideremos el problema con valor en la frontera:

V- (ex(2)VVi(z)) = 0, en O, k=12 (1.18)
Vi(z) = Va(z), si |z| = Ry; (1.19)
ovi . IV = P
sla—ﬁl(z) = Ez@ﬁl (2), si |z| = Ry; (1.20)
Va(z) = ¢(2), si |z] = Ra. (1.21)

Recordemos que a todo €(z) le corresponde un operador tipo Dirichlet-Neumann
A. : H2 (Jz] = Ry) — H 2 (|z] = R») que asocia a cada funcién ¢(z) el valor de la
derivada normal de la funcién V(z) respecto al vector unitario normal 7.

Al9) = 52 (2) (122

donde V € Hl(Ql U Qg) y |Z| = RQ.

Teorema 1.1 Si los operadores Dirichlet-Neumann correspondientes a dos funciones conti-
nuas £(z) y €*(2), coinciden para todas las posibles condiciones de frontera .y si el
campo €(z2)VV (z) es irrotacional, entonces £(z) = €*(z) en |z| < R;.

Demostracion:
Supongamos que tenemos el sistema para £(z) y V(2):

div (e1(2)VVi(2)) =0, en Q; (1.23)

AVh(z) =0, en €)o; (1.24)

Vi(z) = Va(z), si |z| = Ry; (1.25)
Vi e

Ela—ﬁl(Z) = é‘Qa—ﬁl(Z), S1 |Z| = Rl, (126)

Va(2) = ¢(2), si |z| = Ra. (1.27)

y el sistema para £*(z) y V*(2):

div (e7(2)VV]*(2)) =0, en (1.28)

AV (z) =0, en o; (1.29)

Vil(z) = Vo' (=), st [z = Ry (1.30)
)% vy _

1 = &} = Ry; 1.31

61 8771:1 (2) 52 8ﬁ1 (Z)7 S1 |Z| R17 ( 3 )

Vi(z) = ¢(2),  si |z| = Re. (1.32)
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Si restamos ([1.24]) de (1.29)) y (1.27)) de (1.32)) respectivamente, entonces para la funcion
armoénica Wy = V5" — Vy en Ry < |z| < Ry, tenemos que Wa(z) = %%(z) =0en |z| = Ry.

Como consecuencia del teorema de continuaciéon analitica para funciones armonicas, se
sigue que Wy = 0, y por lo tanto V' (z) = V5(2) en Ry < |z| < Ra.

Entonces, de (1.25)) y (1.30) podemos concluir que:

Vi(2) = V'(2), en |z| = Ry; (1.33)
ovi, ., OV B
51(2)6—71_,1(z) = ¢€1(2) i (2), en |z| =Ry. (1.34)

Recordemos que estamos suponiendo que J = £, VV] es irrotacional, lo cual en la practica
ocurre para los regimenes de flujo que se presenta en tuberias verticales en las que el flujo
sube en forma de filamentos y no se presentan vortices.

Por otro lado, como rotJ = 0, entonces existe una funciéon potencial u tal que J = —Vu
en Ql-
Ademas:
ou ov
div(J))=Au y Vu=eVV = Vu-ii; =eVV -1, = —F =ec—
8711 8”1

Por lo anterior se obtiene el problema de contorno siguiente:
Au =0, en |z| < Ry; (1.35)
ou . ovy
oi, om

En [I] se encuentra la solucién del problema de contorno (1.35)) - (1.36) que es

en |z| = Ry. (1.36)

ue) =1 [ @52 @Vl - sldse. (1.37)
|€]=R1

Aplicando la férmula de Green a las funciones V; y V*, y para la funcién de Green d(z, &)
correspondiente al problema de Dirichlet para el operador de Laplace en |z| < Ry, se obtiene
la siguiente relacion:

V() = / (1= <(£)VV(E) Ved(z, £)dé — / v<§>§—é<z,5>d85 (1.38)

|§|<R1 |§l=R1

la cual es vélida para los pares (V1,&;) v (V/*,£]). Usando estas dos relaciones, una para
cada par, y ((1.28)), se obtiene la siguiente igualdad.

Wi(z) = / VW, () Ved(z, €)d: (1.39)

|§|<Ra1

17
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para |z| < Ry, donde Wy = V" — V.

De (L.33), concluimos que W;(z) es arménica en |z| < Ry, y, dado que Wi(z) = 0 en
|z| = Ry, entonces Wi(z) = 0 en |z| < Ry, lo cual nos lleva a la conclusién de que Vi = Vj*.

Pero entonces, restando convenientemente las ecuaciones y , asi como las
condiciones de frontera y (1.31]), obtenemos

V (le1(z) —€1(2)|VV1) =0, en |z| < Ry; (1.40)
V;

le1(2) — 5’{(2)|a—_,1(z) =0, en |zl=Ry. (1.41)
nq

Por la férmula de Green, concluimos que |e1(z) — &1(2)||[VVi]? = 0 en |z| < R;. Asf que
Vi(z) debe ser constante en el conjunto abierto W de |z| < R;, compuesto por los puntos
donde €;(2) # £}(2), independientemente del valor de la condicién de frontera ¢(z) en (|1.27)).
Esto no puede pasar excepto si W es el conjunto vacio, es decir 1 =¢j. W

18






Capitulo

Justificacion teorica de la solucion

Como las permitividades €3 y 5 se Conocen en ()3 v {25 respectivamente, entonces en

esas regiones primero encontraremos V3" ®) y V

posteriormente hallar a €1 en €.

Célculo de V"

a partir de los datos de contorno, para

Debido a que el problema de hallar Vg(i) se puede desacoplar del sistema 1) 1}

. Ry (i)
primero hallaremos una expresion para Vj
Supondremos que hay N electrodos S;, i = 1

en Qg.

., N de igual longitud y equidistribuidos

sobre la circunferencia |z| = Rs, con una separacién angular ¢, > 0 entre cada par de

electrodos adyacentes; por ello se puede escribir:

S; = {Teﬁe, )

<0<}, (2.1)
omi 0
%”_%?—éli:Lz”Jv

Si suponemos que el potencial en cada electrodo tiene un “decaimiento lineal ”, podemos

— 27T(Z - 1) (90
donde 67 =" 4 2
onde 0, N + 5
definir a la funcién del potencial en |z| =
(
0,
o)
!
Vo (0) =4 1,
0" 6
9o 1,
0,

\

Debido a que buscaremos a la funcién V3(i)

R

92!
si
si
si
si

si

7

o=
i
(

_—90;
—90<9<9
<g<o,

+><e<9“>+e
) _ g,

vv|/\
=

(2.2)

co
52\

0>

en su forma de serie de Fourier, entonces repre-

sentamos a 1/12?(9) como un desarrollo en serie de Fourier de la forma:

A

20

(@) o
A +Z{ (0o) cosk;@—i—B (90) senk@}
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donde

2

, 1 A
AD(9y) = ;/wﬂ)(e) coskfdd, k=0,1,2, ...

0

2

A 1 .
BY(9y) = = /¢§j}(9) sen kOdo, k=1,2,3, ...
0

Al sustituir los valores de ¢§;3(9) podemos calcular explicitamente sus coeficientes de
Fourier:

(+) (=)
0 70 T N’

(2.3)

Adems3s:

QE_H

9— o) 1
< L+ 1) cos kOdO + — / cos kOdo
T

6!
‘ +
+ 1 / <8" i + 1) cos kOd0
™ 90

1 (06" o | o (e g
= o= ( % —|—1> sen k0 + k—senk@ (
o) 010,

T
1
/ sen kOdf + / sen k8dO
k’ﬂ'&o

05_)_90 95"’)
1 - _
=g [(cos k’ﬁg ) — cosk (91( ) 90>) + (cos kGE’L) —cosk <9§+) + 0(]))}
0o
_ kzlnge [eﬁk9§‘) <1 _ efﬁkeo) X eﬁkeg“ (1 _ eﬁwo)]
ko -
2o 8 e [ ) _ )]
0o

2sen k% (+) 90 (=) 90
= 0, <senk (Hi + 5) —senk (Qi — 5))

2 sen £ 2mik 2m(i — 1)k 2 (i)sen@
2 (sen 7” m(i—1) >: By 2

270, N NN k270,

- kr
070, 0;

1
k:7r90

Luego,
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2. JUSTIFICACION TEORICA DE LA SOLUCION

25k sen keo

A;ﬁi) (0o) = [Emy

Por otra parte:

(+)

0\
o ) o ) ]
B, = — sen k0 df + — sen k6 do
T T

-)_g, o)

’ +)
+ 1 <9i i + 1) sen k6 dO
v

1 (66"
= —— ¢ 1

o < o + >cos ko
9(.+)+90

1 (67— '
B 1 10
= ( 0y )COS

62(+)

\./
S
-

=)
6 o)

i

_ ﬁ [(sen k@g_) —senk <91(—) _ 90>> + <sen k:egﬂ _ <0§+) + 6’0))}
0

]{?27'[‘90
2 sen &
]{?2779()

2sen keo 0 0
_ =) _20) _ (g 0
= k:27r90 (cos k (91‘ 5 > (01 5 >)

2 sen kao 27(i — 1)k 2mik 20V sen ko
cos ——— =k 2

90

I {eﬁk(eﬁ‘)";) _ 6ﬁk(9§+’+9§)]

k27r90 N ®TN k270,

Luego:
204](5) sen keo

B]Ef) (00) = k%m0,

Por lo tanto, de 1} 1} y 1) el desarrollo en serie de Fourier de ¢§?(9) es

K0y (4) k90
) (g — 2 23, se ” 2a;” sen ”
Vg, (0) N 2 {—k%n?o cos kO + —k27r90 sen
donde i or(i — 1\

/Bl(j) = sen ]\7;2 — sen% y

9£+)+90

0~
1
kOdo — kOdo
k7r 90 / cos info / CoS
R ot

(2.4)
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2. JUSTIFICACION TEORICA DE LA SOLUCION

(9) — cos 2 (Z — 1)k‘ 2k
o)’ = ——— — coS .
k N N

A partir del conocimiento de zﬂé?(@), ahora resolveremos el problema de contorno:

AV (2)=0 en Qs (2.7)
(4) 0 si r= Rg;
Vi (r,0) = {%0( 0. s r=R,. (2.8)

Debido a que Vg(i) satisface AV;i) = 0 en (3, entonces buscamos a la funcién arménica
Vé(z) (r,0) en el anillo Ry < r < Rj3 en la forma

|% Z)(r ) = ao + b nr + Z { <akz)rl‘C + b,(f)r’k> cos kf + (c,(;)rk + d,(f)r’k> sen k@} (2.9)

que ademds cumpla las condiciones de contorno ({2.8]).

Por lo anterior en las fronteras |z| = Ry y |2| = Rs deben cumplirse las siguientes
relaciones:

al” + b InRs = 0;

) + b(()i)lnRz = N;
al" RE + bV R* = 0;

; N 26@ sen ko
ay) R + b Ry* = —’“MHO 2
AV RE + dY Ry = 0;

B 204,(3) sen %_

RS )Ryt = =

Se tiene asi un sistema de 6 ecuaciones con 6 incognitas que al resolverlo se obtiene:

g0 _ 1 Infts QE——
0 _Nlng_i’ 0 _Nlng—i’
a,(f) _ %sen% m%gﬁﬂkﬁk
bl(j) _ %{90 sen k‘go R§2R§£2k 5k; )
o _ —2 kb Ry

T Km0, 2 REF— RO
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2. JUSTIFICACION TEORICA DE LA SOLUCION

2 koo RLRZ*

() _
O = 0,5 o ROk

Al sustituir los coeficientes en la ecuacién |) se llega a una expresién para Vg(i)(r, 0).

2.2. Obtencién de relaciones para hallar ¢,

Hasta ahora, se ha obtenido una expresion para Vg(i)(@); por lo tanto, nos falta resolver
el problema:

div <gl(z)vv1(")(z)) —0, sioze (2.10)
AV (z) =0, si 2z €Oy (2.11)
Vi (2) = V7 (2), si |2] = Ry (2.12)
Vi (2) = Vi (2), si 2] = Ry; (2.13)
avl(i) B avz(i) ' B '
() Ga- () = el Hi-(), st |l =Ry (2.14)

donde los tnicos valores conocidos, son €5(z) en Qy, y V'Q(i)(z) si |z| = Ro.

Por lo anterior, y debido a que no se puede desacoplar un problema para Vz(i)(z) o para
Vl(i)(z), debemos buscar relaciones entre las funciones desconocidas Vl(i)(z), V2(i)(z) y €1 que
nos permitan obtener a £, a partir de los datos C; ;, 1,7 =1,2,.... N, (i < j) dados en (1.2).

Clasificaremos las relaciones en dos tipos diferentes:

Tipo I: Aquellas que nos permitan obtener las condiciones en la frontera (2.12)) y (2.14)

. - (i
a partir de Vg(l) y de los datos Cj; v que ademds podamos asegurar que V2(Z) y ag% son

la restriccién y la derivada normal, respectivamente, de una funcién arménica en 25 que
satisface la condicién de frontera en |£| = Ry.

Tipo II: Aquellas que nos permitan obtener Vl(i) y €1 a partir de la minimizaciéon de un
funcional de tal forma que se satisfaga la ecuaciéon en €2, v las condiciones de frontera
y tomando en cuenta la informacién a priori que se tiene de £1(2).

Relaciones de Tipo I:

Sea V5 una funcién armonica en )y que se prolonga continuamente en la frontera de )y,
excepto a lo sumo en un numero finito de puntos donde admite discontinuidades en forma
de salto finito. Entonces se cumple:

VAV, =0, en @ y VPAV =0, en .
Como fdiv(F) = div(fF) — F -V f, entonces:

0= / VAV de = / Vdiv(VV?)dz = / div (vvv;i)) dr — / vV . VVda.
Qo Qo Qo Qo
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2. JUSTIFICACION TEORICA DE LA SOLUCION

Ademas:
0= / VAV da = / VD div(VV)da = / div (Vi"VV) dv — / vV - vV da.
Qo Qo Qo Qo

Por el teorema de la divergencia se cumple:

0= /vvxg@.ﬁds—/vxg“-vvm; (2.15)
8Q2 Q2
y 0= /v;“)vv-ﬁds—/vv-vv;i)dx. (2.16)
892 QQ
Si restamos (2.15)) de (2.16)) se obtiene:
/v;“vv-ﬁds— /v-vv;“ - fids = 0. (2.17)
892 892

Debido a que
My ={e€C:[f]=R}U{{eC:|{| =Ry}

y VF -1 = g—g entonces la ecuacién 1) se puede escribir:

) OV % vy vy
Vi _d /V(’)—d - /v 2 _ds; — /v 2_dse = 0.
/ 2 Pyt T 2 Pi, Diiy oiy %
[€|=R2 |§]=R1 |€|=R2 [§]=R1
Asi
Zov v vy ) OV
Vo -V | d / V2 VI | dse = 0.
/ (2 ot 8ﬁ2> et o 2 o )
|€|=R2 |§|=Ra

Por lo tanto

) oV v,y % oV,
/ (Vﬁa—% ~-V a% >d55 = / (v;)a—ﬁl —V 87;1 dse. (2.18)

|§|=Ra [€1=R1

Por otra parte definamos G/(z, &) como la funcién de Green, (ver en la pagina [53)),

en {2y que satisface:

AG(2,6) =0(z—&); para z,& € Qy; (2.19)

oG

a—ﬁl(z,f) =0 en |z| =Ry, £€ (2.20)
G(2,€) =0 en |z| =Ry, &€ Qy; (2.21)
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2. JUSTIFICACION TEORICA DE LA SOLUCION

donde §(z — &) es la delta de Dirac con soporte en z = &.
Aplicando la segunda identidad de Green, (ver en la pagina , para las funciones

G(2,8)y Vg(i)(z) se tiene:

[ (@6, 921) - Vil ) d= =

Qo

[ 6952 @as— [ g . 0ds. — [Vali - a:

21973 00 Qo

B =0V, — Vs oG Vs
~ [ Ghras- [ Geogieas - [ neiieodss [ G20
|z|=Ra |z|=R1 |z|=Rz2 |z|=R1

Luego

Q= [ Geogies [ s (s 222

8712(
|z|=R1 |z|=Rz2

donde & € Qg y z € 0€s.
Recordemos que G(z,€) es de la forma:

G(z,€) = —ln|z — &+ h(z,&);

donde h(z,£) es arménica en €2y y se elige de forma que se satisfagan las condiciones de
contorno y .

Asi, si se hace tender ¢ a 2, donde |z] = Ry, entonces G(z,€) tendra una singularidad
logaritmica solamente en la integral sobre |z| = Ry; y por lo tanto esta integral existe en
sentido de valor principal, (ver y [L0|en la pagina [56)), cuando & — z, para |zg| = Rj.

Finalmente de se obtiene lo siguiente:

Vi (z9) = / Gz, ZO)WQ( )ds. + / Va(2) ag; (2, 20)ds.: (2.23)
3711 8
|z|=R1 |z|=R2
para |zo| = Ry.

Notemos que describe la relacion que debe existir entre los valores en la frontera
de una funcién armoénica en €2y y su derivada normal sobre |z| = Ry, si en |z| = R, satisface
la condiciéon de contorno ([2.13]).

Relaciones de tipo 11 .

Ahora, para encontrar la relacién entre e, VVI(Z)(Z) y Vi(z) consideraremos el problema
de contorno

V(e (2) V) =0, 2| < Ry;
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2. JUSTIFICACION TEORICA DE LA SOLUCION

v,
a(2) g2 =), =R

con Uds = (. Haciendo el cambio de variable

|€|=R1
e1(2)VV 7 (2) = Vul(2),

se tiene que u satisface el problema de contorno

Au(z) =0, |z| < Ry;
oul®
() = 9, ol = R

u(z) = ——/ U(&)In|é — z|dse + c.
€l=Ra

con |z| < Ry y c es constante.

Si hacemos z = (z,y), £ = Rye'™, podemos calcular dul) y 9uD o partir de ([2.25

ox dy
se cumple que
ou® _ oV Ou® oV,
=¢e(z = )
ox ! ox Y dy
Asi por la condicién de contorno ([2.14)) se tiene que :

6\/1@) ) 8V2m (¢ x — RycosT
or 7 ony 1€ — 2|2

|§|=Ra

&1 (Z)

y— Risent

€ — 2[?

avl(i) B _2 / avz(i)
ony

51(2) (5)

dy
|{|=R1
donde ds; = Rydr.

De las ecuaciones ([2.26)), (2.27) y (2.24]) se tiene la forma vectorial equivalente:

(VN () = = E
|€|=R1

(6)V.In|¢ — z|dse, para |z| < Ry.

(2.24)

(2.25)

, ¥ como

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Nuestro objetivo ahora es encontrar dos relaciones integrales para Vl( ) en términos de la

PAAQ

funcién 52-(§), |€] = R1 y que sean equivalentes al hecho de que Vl(i) satisface la ecuacién

@(ﬂ@wﬁmﬁza en |2| < R,
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2. JUSTIFICACION TEORICA DE LA SOLUCION

y las condiciones de contorno (2.12)) y (2.14)).

Notemos que si aplicamos la formula de Green a la funcién Vl(i) y a cualquier funcién
W e C?(Q) se tiene:

/ {—Wv (51(5)VV1“>) n VI(“AW} dé =
|€]<R1

; v, o OW
= / (& — 1) vV Ivwde — / {W51 aﬁll (g)—vl“a—m}dg. (2.29)

|€|<Ry [§l=R1

Consideremos las funciones de Green d(,z) y n(&, z) correspondientes a los problemas
de Dirichlet y Neumann en el circulo || < Ry, es decir:

Ad(z,&) =0(z=¢), en |£| < Ry;
d(z,€) =0, en |z| = Ry;

An(z,8)=0(z—¢), en £ < Ry;

on 1

o 78 = ormy o=

Se sabe que si z = re', £ = pe'™, entonces

1 (R% —2precos(t — 1) + pQTQRl_2)

d(z€) = ——1
(2. Ar r2 — 2prcos(t — 1) + p?

= iﬁ [In (r* — 2pr cos(t — 7) + p?)
—In (R? — 2prcos(t — 1) + p°r*Ry?).

1
n(z,&) = %ln (T2 — 2prcos(t — 1) + p2)

1 R{ R? 1 R
+ —In (—21 Ll cos(t — 1) + 7’2) — —In (—1)
2\ p p m p

1
=5 [In (r* — 2pr cos(t — 1) + p°)
7r
+In (R} — 2prcos(t — 7) + p*r’R}),
y ademds 1 (z,&) = Lln|z — ] si [¢] = Ry.
Si aplicamos la formula de Green a la funcién Vl(z) y las funciones de Green d(z, &) y (2, §)
respectivamente en |z| = Ry, tenemos que de acuerdo a la ecuacion (2.29)) se obtienen:
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2. JUSTIFICACION TEORICA DE LA SOLUCION

V() = / (6~ 1) VY (€) Ve d(z€)de

|€|<R1
i) od
+ [ W@ 5
|€|=R1
(2.30)
Vi (z) = / (& — 1) VU (6) Ve (= )dse
[€]<R1
v 1 ;

—a [ 09GO+ 5 [ s 23

|€|=R1 |€|=R1

Sien ( y sustltulmos el termmo 61VV1 (f) dado en (2.28)), obtenemos una ex-
presion para V2 (f )
para [¢] =

({ ). Utilizando la relacion ([2.23)) se obtiene finalmente

/ YV (€) - Ve d(z, €)de

|§l<R1

w42 [ Vemlg— ol Ve gag

[Y|=R1 |§|<R1

ad oV
| N s, p Gi(eas,
[|=R1
0d(z,v) 0
- [ ] S g, s (2.32)
Si \[Y|=R1
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2. JUSTIFICACION TEORICA DE LA SOLUCION

+ / % / Veln|§ — |- Ve n(2,£)ds + eam(z, @)

lo|=R1 €] <R1
1 vy
- o [ Nweas, Sas,
[¥|=R:
1 ON
o ] ] o was, pase. (2.33)
Si \|[¢|=R1
Las relaciones (2.32)) y (12.33)) se escriben en la forma
(i
— V%) = v, d(z,€)d F W (pVds, + by 2.34
V= [ V@V ot [ P oG ) (250
(0
— V() = vV (©)v d G2 0) 22 (o) ; 2.35
= [ IWOTae ks [ GEaG @i te 28)
donde
F -2 In|€ — 2|Ved(z, €)d G, o) 2L (2 ) 2.36
=2 [ Venle—alVaiG g~ [ Tz s, (2.36)
_ @ _ B =
G =2 [ Vel —elVane e +em(e )~ g | Gl (25)
od
meo == [ L e w €0, | ds (2.39)
y
1
a; = _27TR1 /Sl {/w ., One, (w fl)dsw}dsél (2.39)

Las relaciones ((2.28)), (2.34) y (2.35) son de tipo II.

Teorema 2.1 Para cada funcion estrictamente positiva y continuamente diferenciable €;(2)
en |z| < Ry, la solucion para el problema con valores en la frontera - es unica
y coincide, para cada @ = 1,2,...,N, con la solucion del sistema de relaciones integrales

(2-23),(2.23),([2.37) v (2.35).
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2. JUSTIFICACION TEORICA DE LA SOLUCION

Demostracion. Usando la formula de Green de manera conveniente, las relaciones inte-
grales (2.23)),(2.28)),(2.34) y (2.35) se obtienen para la solucién del problema con valores en
la frontera —. Se puede verificar que la solucién para este problema es tnica para
cadai=1,2,...,N.

Supongamos ahora que V@ satisface las relaciones integrales (2.23)),(2.28)),(2.34) y (2.35).

Se puede ver que, ([2.10]) se obtiene de (2.23)) y (2.28)).

Si suponemos que ‘/Q(i)(z) = g(z) en |z| = Ry, entonces a partir de la férmula de Green y

de (2.28)) se obtiene

[ ) ) g ea s, =0 en 2| = e (2.40)
€11=Rs n

31
donde y; es la funcién caracteristica del arco .S;.

Si consideramos a la funcién arménica Wg(i) en Ry < |z| < Rz que satisface la condicién de
Dirichlet g—x; en |z| = Ry y la condicién nula de Neumann en |z| = Ry, entonces, aplicando
la férmula de Green a Wi y para la funcién de Green G(z,€) en el anillo Ry < |z| < Ry,
y usando se deduce que Wz(i) = 0 y, por lo tanto, g = x;, de donde se obtiene la
condicién de frontera (2.13)) en |z| =

Para obtener las condiciones de frontera ) v ( - las igualdades ([2.23]) y (2.28)) se
sustituyen en - ) v (@ -, resultando las 81gulentes relaciones

@ — _ (4) (l
O = [ 0oV or - [ @50k 24
W@ = [ - ) WO V(e e
|€1<Ry
T /I£ MO @s /lg s (2.42)

A partir de (2.41)) y (2.42 - y aplicando convenientemente la féormula de Green a la funcién
V1 ), se deducen las siguientes igualdades en |z| < Ry:

(1) () od B
/{ e -vPe] e g =0 o
oV LIAR
/£|=R1 e1(§) 37”11 (€) — &2 821 ()] n(z, €)dse
L (%) (4) B
TR, LRl [Vl (&) =V, (5)] ds¢ = 0. (2.44)

Repitiendo la misma idea usada con ([2.40)), las condiciones en la frontera (2.12)) y (2.14)
se pueden obtener a partir de (2.43) y (2.44)). [ |
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3.1.

3.1.1.

Capitulo 3

Esquema del Algoritmo para la
Solucion del Problema Inverso

Algoritmo para la solucién del problema inverso

El algoritmo para resolver el problema, se plantea en términos de las relaciones del tipo
I y tipo II, y consta de los siguientes pasos:
Paso 1.- Obtener la expresién general de las funciones armonicas en el anillo €25 y en

) (4)

particular, la expresion que deben tener V2(l) y 88‘/7%1 en || = Ry, partiendo del hecho que
Vz(i) satisface las mediciones ({1.11])y las condiciones de contorno 1’

Paso 2.- Usar las expresiones 2.28'), (|2.34I) y (]2.35[) para calcular simultaneamente Vl(l)
y VV(Z).

0

Paso 3.- Obtener los valores aproximados para 881/ (&) en || =Ry y VV?(2) en |2] <
R;.

Paso 4.- Encontrar los coeficientes de Fourier de la aproximacion a Vl(l), minimizando

un funcional apropiado.
Paso 5.- Obtener la aproximacién a £q(z).

Primer paso: Obtencién de la expresion general de V'Q(i) y ag%l en

€] =

Se conoce que las funciones arménicas en anillos se pueden expresar de la forma:

V (r 9)—@6 +b(z)1nr—|—z @y 4 p0) cosn9+z Orn 4 dDr=") sennf. (3.1)

n=1

Por otra parte, sabemos que VQ(i) cumple las condiciones:

Vi (r,0) = é?(@), sobre |z| = Ra. (3:2)
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3. ESQUEMA DEL ALGORITMO PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA

INVERSO

v\ o
Cij = /a—ﬁsta i<j; 4,j=1,2..,N
a

Por ello, se cumplen las ecuaciones:

i i 1
aé) —I—bé)lnRg =

N’ i=1,2,.. N vy n=0; (3.4)
. . 25(i) sen 2o
(7) pn (@) Pp—m __ n 2 . S .
a,, R2 +bn R2 —n2—7%, 2—1,2,...,N, n > 1, (35)
. : 20 sen nfe
(%) pn (i) P—n n 2 . . )
¢/ Ry +d) R, g 1=1,2,...,. N, n>1; (3.6)
donde
0) 27(i — 1)n 2nri
a,’ = cos ——— — oS
- 2ne 2m(e — 1
BS) = sen% — sen W
De la expresién de ‘/2(7;) (r,0) en serie de Fourier se tiene:
8V;i) av(i)
Ry,0) = —%- (Ry,0
gy F20) = =5 (R2,6)
%2 + & n [(aﬁf)RS - bq(f)R;”) cosnf

n=1

+ (cgf)Rg - dﬁf)RQ_”) sennf)] .
Por otro lado,

ej .
- Ry, 0)ds = ~— (R, 0) db,
C:J 87_7:2 ( 2 ) S anz ( 2 )
S5 07
donde
_ o 2m(j—1) b L 2m5 by _
9]- = N + 5 y (9] - N y ) 172? ’N
Asi:

00 o
; Z [(@S)RS — b R™) sennf) — (CS)RS - dS)RQ’”) cosnf| (3.7)
2 =

o
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3. ESQUEMA DEL ALGORITMO PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA
INVERSO

Calculando separadamente
sen(nd) —sen(nb;) y cos(nff) — cos(nb;)

obtenemos

sen(n@j) —sen(nf; ) = senn (2% — %) —senn (w + %)

2nmj nby 2nmj nby 2nm(j — 1) nby
COS — — COS SelL —~ — Sel —— " 08 — =

- TyY 2 N 2

2nm(j — 1) son nbo

N 2
- 0 2nmg 2nm(g — 1 0
— 5 cos 120 _ [COS 2y COSM] sen ™00

— COS

2

donde o (i — 1
BY) = sen 7;\7;‘7 — sen —nﬂ(]{[— )

Luego,

0 7
sen(nd; ) — sen(nf; ) = BY) cos 50 — 2cos %(23 — 1) cos %T sen % (3.8)

Por otra parte:

2n(j—1) 6 25 6
cos(nf; ) — cos(nb) = cosn (% + §0> —cosn (% - 50)
2nmw(j —1)  nb 2nm(j — 1) nbo 2nwy  nby
= 0§ — = COS —— — Sl ———— SeN —— — COS cos ——
N 2 N 2
nmj 6o Gy .. by 2nmj N 2nm(j — 1) nby
— sen n— = — — |sen —— n————=|sen —
Sel — = sen - = ;) cos — sen —-= +se N sen —
donde
, 2nm(j — 1) 2nmy
() — _
a,)) = cos cos —
Por lo tanto,
cos(nb;) — cos(nb) = a9 cos nbo _ 2 sen n_(2 — 1) cos T sen no (3.9)
g ) 2 N N '
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3. ESQUEMA DEL ALGORITMO PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA
INVERSO

Sustituyendo (3.8) v (3.9) en (3.7 se obtiene:

- . U) gen 200 6o 0
+2 Z { (a;’)RS — ﬁ"—2> (ﬁm cos n2 — 2cos %(2] — 1) cos %T sen %)

— n27n90
, o) sen 2o néo nmw nmw nby
+ [ DRy — T 2 (a( ) cos - 2sen W(QJ — 1) cos o T) ; (3.10)

Equivalentemente

nmw nby

b() (_ _90) +2ZR”{ (i) ( Ccos n290 —QCOS%(QJ' — 1)coswsen7)

. A 0 6
+ 9 <a$f) cos % — 2sen n—W(Qj — 1) cos %Tsen %) }

N
2 X sen 2o . . 0 9
:Ci,j+ﬂ__80; 1;22 {5,@ (ﬁ,(f) COS% — 208 %(Qj—l)cos%sen%)
+al (o) cos.ﬂ — 2senn—(2j — 1) cos o senn—g0 . (3.11)
" " 2 N N 2

Se puede desarrollar el término derecho en la ultima igualdad, notando que:

6o 6
Bl (B(J Cos n2 — 2cos %T(Z] - l)cos%rsen %)

+a®

n

, 0 0
<a£f) cos % — 2sen %(23 — 1) cos %sen %)

L A 0 0

= (ﬂ(’)ﬁ(]) +aa (J)> cos n20 - QCOS%Tsen i <B(Z N (2] — 1)+ aVsen %(2] - 1))

2 6o 6
=4 cos ﬂ(z — 7) sen? n—]:; COS% - 2COS%S€H% (sen W(Qz —2j+41)—sen %(2@ —2j— 1))

_ 4 2n7r( ) nm nmw nby nmw nby

— 4cos —— (i — j)sen — [Sen — COS —— — COS —— sen ——

R N e N

2 6
= 4cosﬂ(i — j)sen (%T - 50) sen %T (3.12)

Por otra parte, del hecho que:

Bff) = sen 2nmJ sen —27m(]j\f_ D) =Im {ei% _ ei%}

36



3. ESQUEMA DEL ALGORITMO PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA
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= Imei% (1 — e‘”z@”) — Tme ¥ (-1 <€"Tﬂ — e_"Tﬂ)
= 2sen % cos %(Qj —1).
Se tiene:
/ 0
Bfﬁ cos% — 208 %(2]‘ - 1) COS%SGH% =
9 mT(Q 1) nm nby (3 13)
—92¢08 —(275 — 1)sen | == — =2} . ‘
N N 2
De la misma forma:
. 2 yo_ 1 2 . i o
af) = COS% — COS —7;\7;‘7 = Re{elzf(vijl) _ 612N]} _
nmw -
sen N( j — 1) sen &
y, por lo tanto, se llega a:
. 0 9
o) cos % — 2sen %(27 — 1) cos % sen % =
0
:2sen%(2j—1)sen <CLV_7T_%> . (3.14)

Sustituyendo (3.13) y (3.14) en (3.12)) se llega finalmente al sistema de ecuaciones:

o (2 > 0 , . ; .
b((]) (NW — 00) —|—4ZR§ sen (nﬁw - %) {aﬁf) Ccos %(2] —1) + P sen %(2] - 1)} =
n=1

. sen 2o 9 0
=¢ij+ 82 n22 cos X (1 — j)sen (T — ﬂ) sen o~ (3.15)

Asi el sistema (3.15)) parai # j con i,j = 1,2, 3, ..., N junto con las relaciones (3.4)), (3.5)

y (3.6) es equivalente al sistema de relaciones (3.4)), (3.5)), (3.6) y (3.10]).
El problema del sistema (3.15)) es que, para cada i fijo, nos da un sistema de N — 1
ecuaciones lineales con una cantidad infinita de incognitas que son los coeficientes de Fourier

bél), agf), cﬁf), conn = 1,2,..., es decir, es un sistema sobredeterminado.

La forma en que utilizaremos el sistema (3.15)) y las relaciones (3.4), (3.5 vy (3.6) para

obtener algunos coeficientes de Fourier de la funcion Vz(l) y con ello una expresion aproximada
de la funcién ‘/2(7’) es la siguiente:
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Truncaremos la serie de la parte derecha de de manera que si § es el error que se
comete en la medicién de ¢; ; entonces, el resto de dicha serie no introduzca un error mayor
que 0.

De esta manera, en la parte derecha de se define:

n(5) k0
_ 8 sen =22 2km .. km kb, km
Cij = Cij + 0 ; k22 CO8 —7 (i — j)sen (W - T) sen —7 (3.16)
donde n(J) se elige de tal forma que satisfaga la desigualdad:
8 >, sen Mo 2k k ko k
Cz‘7j+ﬂ__90 Z kz22 cos Nﬂ(i—j)sen<ﬁﬁ—TO)SenW7T <.
k=n(8)+1
Del hecho que la expresion
8 — 1
2 B
k=n(0)+1
se puede acotar y se puede elegir n(d) para que se cumpla:
> 1 7905
Y. <5 (3.17)
k=n(8)+1
00 n(d)
y €cOmo Z % = % se tiene que si definimos 7, = > 7z, entonces (3.17)) es equivalente
a: k=t ) o5 b=t
s 0
@) 2 & T TR (3.18)

Luego, (3.18)) nos da el criterio para elegir n(d).
Por lo anterior, en lugar de resolver el sistema (3.15]) resolveremos el sistema simplificado:

- i 27
Ci,j = bé) (W — 60)

N2
2 6 . ,
+ 42 R} sen (%T — %) {aﬁf) cos %T(Zj — 1) + Y sen %(23’ - 1)} : (3.19)
n=1

Donde ¢; ; se define segtn (3.16)) utilizando el criterio (3.18]) para determinar n(d).

Al resolver el sistema (3.19) para cada ¢ fijo con j = 1,2,...IN; i # j se obtienen los

: . @) =) @ _ . .
coeficientes aproxunados bo , an), & paran = 1,2,... X2 = 2 Posterlormente se utilizan las

relaciones 1) y ) para obtener a(() , bn , dgf ,paran=1,2,.... 5=y
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con todo ello se obtiene una aproximacién para VQ(” (r,0) en la forma
172(0(7", 0) = ao + b Inr +
+ Z {( 4 b ) cosnf + (Eg)r” + cﬁ?r‘”) sen n@} . (3.20)

Con la expresion (3.20]) se calculan %(i)(Rl, 0) y 22— (Ry,6) y el problema completo se reduce

a resolver: o
Vo(EvRT) =0 en Jol < Ry (3.21)
Vi (Ry,0) = V;" (Ry,0); (3.22)
av v,
15 -1 (Rl,H) = gg—2 a (Ry,0) . (3.23)

A partir de resolver el problema (3.21]} — se debe determinar £; que es una aproxi-
macién a €1.

Observar que, de esta manera obtenemos una aproximacién de VQ(Z)(Rl, )y 8 (Rl, 6)
mni
como una combinacion lineal del sistema trigonométrico usando solamente la informacién de

la condicién de frontera (1.9)) y los datos ((1.11)).

3.1.2. Segundo paso: Planteamiento del funcional a minimizar.

Una vez que encontramos estos coeficientes que determinan VQ(i), estamos listos para
calcular Vl(i) y VVl(i) aproximadamente usando las igualdades d2.28b,(12.34|) y d2.35b y ese es
el segundo paso de nuestro algoritmo.

A partir de concluimos que Vl(i) debe satisfacer que si z = (x,y), £ = Rie”,

entonces
8‘/1(i) / 0‘/2@) x — Rycos(T)
z 5 ds¢
ay [€|l=R1 8711 |§ - Z|
oV v, y—R
AN / 2_(g)Y 1362(7) dse. (3.24)
Ox lé|=R1 ony £ — 2|
Vamos a encontrar la funcién vectorial V; = (Vl(l),Vl(Q), ...,Vl(N)) en alguna clase de

funciones v de manera que se minimice el funcional

(1)
Z{Hﬂ 22 a0 B e

V() - /Ig V@Vt e - )

V() - L V@ Ven(z, 9t~ GO (3.25)
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Nota: La norma considerada en el funcional (3.25)) es la norma en Ly(£2;) con las res-
tricciones
0 S €min S 61(2) S €mazx- (326)

La funcién Vl(i)(z), la cual minimiza el funcional ((3.25)) es una solucién aproximada del
sistema de ecuaciones ([2.28)), (2.34]) y (2.35).

Donde
1 2 2 t — 2.2 D—2
d(26) = —— 1 R? —2prcos(t — 1) + p*r*R; (3.27)
4 r2 —2prcos(t — 1) + p?
y
n(z, &) = L In (r* — 2pr cos(t — 7) + p°) +
’ 27
1 R} _R? 1 R
+ —In —1—2—1Tcos(t—7)+r2 S Y (3.28)
2r -\ p? p ™ p

son las funciones de Green de los problemas de Dirichlet y Neumann en €2, respectivamente,
y para z = (z,y) y £ = R1€'", las funciones

81/2(2') xr — RycosT
i(2) = dseg, 3.29
= [ e @ e e (3.29)
81/2(2') y— Rysent
i(2) = dseg, 3.30
0= [ G e e (3.30)
an(i)
Fi(z) = F(z,0)—"—(p)ds, + hi(2), (3.31)
ll=Fa I
vy
Gi(z):/ Gz, p) =2 (p)ds, + a;, (3.32)
ll=F O
Donde
Flap) =2 [ Ddnle — 2|Ved(a, )¢
T Jig|<Ra
_ ad
- [ G g, (3.33)
[¥]=Ra1 Ny

) = 2 /I£ ., Velnle —e[Ven(= )¢

7

1 _
ez - /Ml G, )ds. (3.34)

y hi, a; estdn dadas en (2.38)) y (2.39).

Sea z = re?. Después de algunos cédlculos se obtiene.
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N-2
= Ry \ 2 ' ‘
fi(r,0) = —7 Z q |1+ <R_1) ri= [al cos(q — 1) + ¢ sen(q — 1)6]
q=1
772 q—1
R R N ) .
+ —; (%) (8, cos(q — 1)0 + o sen(q — 1)0] . (3.35)
15 1
N—-2
2 R2 2q ) ‘
gi(r,0) == Z q |1+ (E) ] ri~! [al sen(q — 1)0 — ¢ cos(q — 1)0] +
q=1
% qg—1
Ry rRy\" i i
+ R qzzl (F%) [, cos(q — 1)0 + B, sen(q — 1)0] . (3.36)
b(z) R2
Fi(r,0) =2 In(—
) =" ()
&1 [ R — R¥ — 2RR,
+ — < [aDRI — b YR, [l—l—wR < 2 ! ! ” r?cos qf
; QR? {[ g } 1 R?Q_i_qu
+ [V R — dV Ry

1
orRI' [ R¥ — R _9R%R, RN\
1+ ! 2 L L°2 _9RpR (-) 9 sen gf)
( qu+R§q< 2RI ! 2; R, !

R2 -1 1 R? + 3R? Ry (R} +2R?R%2 — R} /
-2 +R2r[——|— 212 222—|— 1 ( 13 21 222 2)]510038
N 2 R} (Ri+ R3) Ry (Rf + R3)
— Ror {Rl (F; — Ry — 21 ) — i} oy sen 6
R3(R? + R2)2 2
=2ty e | (e (Ry! — Ry — 2R{'RYY) — or (Ry" +3Ry") ) B, cos qf
9=% q(R}"+R3") R q
1 2
R
+ (R2q1 T (qu R} QR%JRQ)) al Senqe} (3.37)
2
; 1 b Ry Ry —R

En las expresiones ([3.35))-(3.38)), los coeficientes ag), bg), c,(1 y d( 2 ,0<n< (N2 2 son los
obtenidos para las series ((3.1). Observe que las expresiones | - ) v (@ - estan Compuestas

por un ntmero ﬁnlto de términos, - es una constante y la serie en (3.37)) no depende de

los coeficientes an , bﬁf , c%) y dgf).

Si consideramos R; = 1, debemos tomar Ry =1+ 9 con 0 < § << 1 para considerar la
situacién real.
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Por esta razon podemos tomar R, = R2 = 1 como una primera aproximacion para
obtener una simplificacién de las férmulas (3.35)-(3.38). En particular tenemos G;(z) = 0,
y una expresion muy simple para - tenlendo una suma finita ademas de un error de
truncamiento que depende del orden de truncamiento y de 4.

Tercer paso: Aproximacion de la funcién V1( ),

En la expresién del funcional (3.25)) consideraremos que la norma utilizada es la norma
en H'(€).
Para el tercer paso podemos considerar una base ortonormal {Wj(z)},, en Ly(£2;) y la

base ortogonal en el espacio de Sobolev H!(€)) y buscamos una aproximacién de Vl(l) de la
forma

M
= APW(2) (3.39)
k=1

donde M debe ser elegida apropiadamente suponiendo que (3.39) es una aproximacion para
V% en HY(Q).

Del hecho que a priori se conoce que la funcién e (z,y) estd acotada inferiormente por
una constante 7 estrictamente positiva, y como la integral satisface

ot

se concluye que Vl(i) € H'(€2;). De esta manera, garantizamos que lengl A,(f)VWk(z) es una

dz < 0.

O

aproximacién de VVk(i) (2).

Como un ejemplo de una base con estas propiedades, podemos tomar las eigenfunciones
de un operador diferencial eliptico de segundo orden para el segundo problema de frontera
[8,p. 200].

Sustituyendo en el funcional se llega a:

[ () - ) ) |

N

1V, Z

Wilz) + 4 Ve Vel )| + B ()

(i
g

=1
M
+{1>ay
k=1 -
M o -

(3.40)

ag Wk(z>+/{|<R Vng(f) Vgn(z,g)dﬁ —|-GZ(Z)

1 L
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Desarrollando las funciones:
, ow, ow,

fil2) = £i(2) =5 5 () = 9i(2) 5 () (3.41)
Due) =Wi(2) = [ VWl Ved(z €)de; (3.42)

€] <R1
Nils) =Wile) = [ VeWA(©)Ven(z.€)ds (3.43)

|€|<Ry

y las funciones F; y G; en el sistema {W,(z)},—, hasta que k = M en Lo(€);), obtenemos

filz) = ]ﬁ; FixWi(2): (3.44)
Di(z) = g; Dji(2)W;(2); (3.45)
Ny(2) = é Nu(2)W;(2); (3.46)

Fi(z) = kZZ Fj(2)W;(2); (3.47)
Gi(z) = kZMl G (2)W;(2); (3.48)

donde f;k, Dk, Ny, F]’ y G; son los coeficientes de Fourier en Lo(;), de las funciones fi(z),
Dy(z), Ni(z), Fi(2), Gi(2), respectivamente.

Si tomamos como la base {Wy(z)},~, a las eigenfunciones del operador de Laplace para
el segundo problema de frontera en €2y, correspondiendo al eigenvalor A, tenemos

D)= [ WP
IO n

¢ 'y Ni(z)=0.

Por lo tanto, y dado que G;(2) es constante, el tercer término del lado derecho de es
eliminado.

Después de calcular los coeficientes de Fourier, sustituimos (3.44)), (3.45) y (3.47) en
y de esta manera, obtenemos un nuevo funcional:

N M M M
L <(A2)1SkSM,1Si§N> - Z Z {” ZAZ ell” + 1 ZA?CDJIC - FfHQ} . (3.49)
k=1 k=1

i=1 j=1

Para acabar de plantear el problema de optimizacién para el funcional (3.49)), con el
objetivo de determinar los coeficientes de Fourier A,(f), k=1,23..,M =12 ..N.
debemos definir las restricciones para .
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De la ecuacion ([2.28]), tenemos
1 ™ 1 oV} T 1 OV}
S W 3.50
0@ el o DT et oy (350

donde las funciones f;(z) y gi(z) i = 1,2, ..., N, estan definidos en (3.27) y (3.28)).
Usando ([3.26)) y (3.50)) obtenemos las siguientes restricciones

€9 1 an

€9

— < < — : 3.51

T €min o fz(z) al‘ (Z) o Wema:(;’ ( )
€9 1 an €2

— < < — : .02

Temin — 9i(2) Oy (=) < Temaz (3:52)

donde i =1,2,.... Ny z € ().

Cuarto paso: Minimizacion del funcional.

En el cuarto paso debemos encontrar los coeficientes A% de (3.39), y para conseguirlo

minimizaremos (3.49) sujeto a las restricciones (3.51)-(3.52)). Si sustituimos (3.39) en (3.51)
y (3.52) llegamos a

M
€9 ) 1 oW, €9
— < E A —_— < — .
T€min ~ < k ( i(2) Ox (2)) < T€maz (3.53)
M
€9 (i) 1 oW, €2
— < E A < — ) 3.54
T €min o k=1 F (gz(z) @y (Z) o T€max ( )
A partir de (3.53) y (3.54])) obtenemos
2 M 2 2
62 (4) 1 6Wk 62
< E A —_— < : :
7T2€maac — P k (fz(z) 8x (Z) — 7T2€mm7 (3 55)
2 M 2 2
€5 (4) 1 8Wk €5
< E A < —, 3.56
7r2€3nax N k=1 " (gl(z) ay (Z) N WQE%zm ( )
Luego, si escribimos
1 oW, A
—(2) = o, Wi(2), 3.57
7@ oy )7 2 ) 397
1 oW
B 3.58
= ;1: W), (3.58)
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donde
A= (T W) v A= (TR,
son los coeficientes de Fourier de las funciones
1 oW 1 oW, .
fi(z) Oy (2) 9:(2) oy (2) respectivamente.

Si sustituimos (3.57) v (3.58]) en (3.55)) y (3.56)), de forma respectiva, e integramos sobre €2,
en cada lado de las desigualdades, obtenemos

2 P2 M| M 2 2 P2

e Ry (@) (4 e Ry
< A . < : 3.59
277'2€max B ; ; ’ Oé]k N 27T2€min’ ( )

2 P2 M | M 2 2 P2

i (i) 5(0) SN
< E E A . < : 3.60
2m% € mae ol R e P = 212 €min (3:60)

parai=1,2,..., N.
De tal forma que la minimizacién del funcional (3.61]) sujeto a las restricciones (3.59)) y
(3.60)) es equivalente a resolver los siguientes N problemas:

min |Fid; |3 + | Da@ — bil3; (3.61)
veERM
sujetos a las restricciones

€2y €2 Ry

— < |Ajd;|y £ ———; 3.62

V2T €mar | s V2T € min ( )

R R

2 < | Bidii| v < 62—1; (3.63)

2T € mac 2T € min

donde | - [5; denota la norma de un vector en RM F; = ( ﬁ%), D = (Dpw), A; = <a$f1)n>,
B; = (55&), G, = (AL, AL ALY b = (Fl(i),FQ(i),...,Fﬁ)>, iomn=12 .. N.

Los datos dados en han sido utilizados para encontrar los coeficientes de VQi)
en hasta @ Los elementos de las matrices y vectores dados antes contienen estos
coeficientes. Cuando €,,;, se supone suficientemente pequeno y &,,,, suficientemente grande,
el problema de optimizacién — se transforma en un problema de optimizacién sin

restricciones. Se puede verificar que el gradiente del funcional en (3.61)) estd dado por
2 {(FF + D*D + N*N)d, (D*l;i + NE) } : (3.64)

donde el indice superior * denota a la matriz transpuesta.
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Como la matriz F;F; + D*D + N*N es definida positiva, excepto en el caso poco comuin
cuando los determinantes de F;, D y N son simultaneamente cero, entonces generalmente
tiene solucion tnica donde el funcional alcanza su minimo global.

En la quinta etapa, después de calcular los coeficientes de A%, por medio de la solucién del

problema (3.61))-(3.63)), €1(z) puede ser obtenido a partir de (2.28)) y para cadai =1,2,..., N

tenemos
8V(i)
() €9 ‘ﬁﬁ‘:Rl 8_731(§>V£1n|2_£|d8§

6 (2) = - VO : (3.65)

Ahora, podemos definir
N
e1(z) = i (2); (3.66)
i=1

donde los nimeros «; son elegidos a partir de las condiciones 0 < a;; <1, Zf\il o; = 1.

Zﬁil aiegi)(z) es la combinaciéon convexa de egi) que mejor aproxima a los datos expe-
rimentales. Una manera sencilla de recuperar a ¢; es tomando «; = %, 1 =1,2,...,N en
(13.66]). ]

Si tenemos la particién (Wk)i\il de |z| < Ry, entonces la expresién (3.66)) puede ser
utilizada para obtener un valor promedio &% de €;(z) para cada elemento de la particién.

Es posible comprobar que podemos tomar M = M e igual al maximo nimero de elemen-
tos de una particion en la cual cada componente Wy es tal que el instrumento usado para
medir las capacitancias mutuas puede detectar el cambio de ¥ en W,
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Conclusiones

En esta tesis se presenté un método alternativo de solucion para el problema inverso
de TCE para flujos bifasicos, el cual es un problema que tiene aplicaciones importantes en
el area de ingenieria llamada tomografia de procesos, este método pretende ser una buena
alternativa que mejore en tiempo y exactitud a los métodos tradicionales de solucién del
mismo problema de TCE, por ejemplo algunos métodos son iterativos y en su método de
solucién el problema directo debe ser resuelto en cada iteracién, mientras que en el método
propuesto la mayoria de los calculos se realizan sélo una vez, como resultado se obtiene un
algoritmo no iterativo. '

La forma de la funcién wgo)(ﬁ) se puede modificar, ya que su forma depende del voltaje
inducido en el electrodo i-ésimo. En este caso el algoritmo de solucién propuesto continua
siendo valido.

Entre los posibles trabajos que se pueden realizar a futuro estan los siguientes:

La implementacion numérica del método propuesto.

Saber si se pueden utilizar otro tipo de espacios diferentes a los espacios de Sobolev donde
se pueda plantear la solucién del problema. .
8(;/7’%6 k=1,2,3y por
lo tanto a 1. En este sentido, establecer criterios para obtener el valor n(d) de la ecuacién
318

Aplicar el algoritmo propuesto para casos particulares de la distribucién de la permiti-
vidad y, en esos casos, obtener la cantidad necesaria del nimero de mediciones que hacen
falta para resolver el problema inverso.

Buscar otras formas para aproximar a las funciones wéio)(ﬁ), Vk(i),
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A.1.

Apéndice A

Espacios de Sobolev.

Los siguientes conceptos se utilizan a lo largo de la tesis y pueden consultarse de manera
detallada en [I7], [18], [19], [20] y [21].

Derivada débil o generalizada
Antes de definir a los espacios de Sobolev, definiremos el concepto de derivada débil.

Definicion A.1 Supongamos que u,v € Li, (U), U C R", U abierto y que o es un mul-

loc
titndice. Diremos que v es la a-ésima derivada débil de u y la denotaremos como D*u = v

st satisface la siguiente igualdad:

/UuDo‘qbdx: (—1)“'/Uv¢d:v

para cualquier funcion test ¢ € CX(U). Donde o = (v, ..., au,) s un multi-indice de orden
k:a1+a2+-~+an: \a|

Proposicion A.1 ( Unicidad de las derivadas débiles ). Una a-ésima derivada débil de u,
si existe, entonces es unica casi en todas partes (o equivalentemente es tinica excepto en un
conjunto de medida cero ).

1
loc

/UuDO‘gbdx: (—1)'“'/Uv¢dx: (—1)'0‘/Uz7gbdx,

para toda funcién ¢ € C2°(U). Entonces

Demostracién: Suponga que existen vy v € L; (U) que satisfacen la igualdad

/U(v—f;)gbdx —0

para toda funcién ¢ € C°(U); de donde v — ¥ = 0 casi en todas partes. Lo cual implica que
v = .
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A. ESPACIOS DE SOBOLEV.

A.1.1. Propiedades elementales de las derivadas débiles

Teorema. Al (Propiedades de las derivadas débiles)

Si u,v € WkP(U), |a| < k. Entonces

(i) D*u € Wk=lelr(U) y D¥(Du) = D?(D%u) = D*"Pu para cualesquiera multi-indices
a, B con |a| + |B] < k.

(ii) Para cualesquiera A\, € R, Au + pv € WHP(U) y D*(Au + pv) = AD% + pD%,
af < k.

(iii) Si V es un subconjunto abierto de U, entonces u € WH*P(V).

A.2. Definicién de espacios de Sobolev

Sea 1 < p < o0 y sea k un entero no negativo, U C R", U abierto. Definiremos ciertos
espacios de funciones, cuyos elementos tienen derivadas débiles de varios ordenes incluidas
en varios espacios LP.

Definicién A.2 El espacio de Sobolev W*P(U) consiste de todas las funciones localmente
sumables u : U — R tales que para cada multi-indice a con || < k, DYu existe en el sentido
débil y pertenece a LP(U).

Y se denotan de la siguiente manera:

WHhP(U) = {u € LP(U) : D*u € LP(U), paratoda a tal que |af <k}

De la misma manera

WEP(U)={ue P (U): D*u e ¥ (U), paratoda a talque |of <k}

loc

Definicion A.3 FEspacio de Sobolev en el conjunto (0,27).
Para r >0, el espacio de Sobolev H"(0,27m) de orden r se define como el conjunto:

"(0,2m) {Z ay exp(ikt) Z(l + k) ag? < oo}

kEZ keZ
Donde

1 27
- o

Notar que H®(0,27) = LQ(O, 27).

ag f(s)exp(—iks)ds, keZ, f(s)e L*0,2r).

Teorema. A2 El espacio de Sobolev H"(0,27) es un espacio de Hilbert con el producto
interno definido por:

<.Z’,y>Hr = Z(l -+ k2)7"akl_)k

kEZ

20
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donde:

x(t) = Z arexp(ikt) v y(t) = Z br exp(ikt)

kEZ kez

La norma en H"(0,2) estd dada por:

zll e = (Za + ,I{;Q)r‘ak|2>

keZ

Definicion A.4 Parar >0, se denota por H™"(0,27) al espacio dual de H"(0,27), es decir
el espacio de todas las funcionales lineales y acotadas sobre H"(0,2m)

Teorema. A3 Para r > s, H"(0,27) es un subespacio denso de H*(0,2r). El operador
inclusién de H"(0,27) en H*(0,27) es compacto.

Observaciones
En el caso particular en que k£ = 0, se tiene

WOP(U) = LP(U) = {u:UCR”—HR: (/Uyuvo)’l’ <oo}.

Sik=1
Wl’p(U):{uELp(U): Ou € LP(U), para toda 1§i§n}.
L
Sik=2
W2P(U) = ueLp(U):aueLp(U) O u € LP(U), paratoda 1<i<mn;,.
ZT; ’ al’lafﬂj ’ -

El caso p = 2, es un caso importante ya que la norma ||u||y».2() procede del producto
escalar

<u7U>H’€(U) = Z (D%, D%>L2(U)-

o<k

Notacion: Se acostumbra escribir

HYU)=W"(U) k=0,1,2,..
Laletra H se usa debido a que H*(U) es un espacio de Hilbert. Notar que H°(U) = L*(U).

Definicion A.5 Siu € WHhP(U), se define su norma como el niimero

1
( > Ju |D°‘u|pdx> . si 1< p<oo;
o<k

‘;km(m(ﬂD“u\, s p=oc.
al<
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Definicion A.6 (i) Sean {u,,}°_,, u € WHP(U). Diremos que u,, converge au en W*P(U),
y se escribird
Uy, — u en WFP(U) siempre que

lim |{Juy, — ullwrrey = 0.
m—r0o0

(ii) Escribiremos
Uy —u en WEP(U),

para indicar que
U —u en WHP(V),

para cada V C U

Definiciéon A.7 Se define la clausura del conjunto C*(U) en WkP(U) como el conjunto
Wy (U).

De esta forma u € WiP(U) si y solamente si existen funciones u,, € C°(U) tales que
Up, — u en WHP(U). Interpretaremos al conjunto Wi?(U) como el conjunto formado por
aquellas funciones u € W*P(U) tales que

D% =0 en OU paratoda |of<k—1.

Notacién Se acostumbra escribir H¥(U) = W2 (U).

Observacién : Sin = 1y U es un intervalo abierto en R, entonces u € WP(U) si
y solamente si u es igual, casi en todas partes a una funcién absolutamente continua cuya
derivada ordinaria (la cual existe casi en todas partes) pertenece a LP(U). Tal caracterizacion
es solamente para n = 1. En general una funcién puede pertenecer a un espacio de Sobolev
y ser discontinua, no acotada o ambas cosas a la vez.

Teorema A.1 Los espacios de Sobolev satisfacen las siguientes proposiciones.
Sea U un abierto tal que U CR™ ; 0<k y 1<p<oo. Entonces:

1.- WkP(U) es un espacio de Banach, ademds si p = 2 entonces
WHk2(U) = H*(U) es un espacio de Hilbert.

2.- WEP(U) es un espacio separable si 1 < p < oo

Definicion A.8 Un espacio X se dice que es separable si contiene un subconjunto D nume-
rable y denso en X, esto es: D = X

3.- WFP(U) es un espacio reflexivo si 1 < p < 0o

Definicion A.9 Se dice que un espacio X es reflexivo, si existe un isomorfismo isométrico
entre X y X™**, es decir diremos que X es reflexivo si es isométricamente isomorfo a su doble
dual.
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4.- Si k < I entonces WhP(U) c WhP(U)

Observacidn Si k = 0 se acostumbra escribir W%?(U) = LP(U) y entonces de acuerdo
a la proposicién (4) del teorema anterior, se cumple lo siguiente:

Para 0 <k  WH*P(U) C WoP(U) = LP(U)

Las demostraciones estan basadas en gran medida en las propiedades de los espacios
L*(U) Por ejemplo para probar que WH"P(U) es reflexivo se debe hallar un isomorfismo
isométrico entre LP(U) y (LP(U))™ el cual al restringirlo al subespacio W*?(U) también sea
isomorfismo isométrico entre W*P(U) y (W»(U))™

Definicion A.10 Identidades de Green en R?:
Sea D una superficie de R? con frontera I' contenida en un abierto U. Sean u,v funciones
de clase C? definidas en U. Se verifica,

/UAudS+/<gradu,gradv)dS:/Ud—?ids,
D D r dn

du dv
/D(vAu—uAv)dS—/de—ﬁds—/ru%,ds,

/AudS:/d—gds.
D rdn

Donde % = Dzu = (gradu, i) es la derivada normal de u a lo largo del vector unitario
7 normal a S.

Definicion A.11 Funcion de Green para el problema de Dirichlet para la ecua-
citon de Laplace en el disco de radio a.

Mediante el método de las imagenes en un disco de radio a, centrado en el origen del
sistema de coordenadas polares, tomando los puntos interiores M(r,¢) y A(o,v) y el punto
C(a, ) en la circunferencia del disco.

1 at — 2a’rocos(p — ) + r?g?
= —1
Gr ¢, 0,9) " (a2(r2 —2rocos(p — ¥) + 0?) )

4

Sea r la transformacién restriccion tal que

i O%(Q) — O%(09)
U — U|8Q.
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Teorema. A4 La transformacion restriccion r se extiende a una transformacién acotada y
sobreyectiva R tal que:

1 1
R:H'(Q) — HHOQ) ¥ 1> .
El ntcleo de la transformacién restricciéon R es el conjunto H}(€2) N H'(2). Més atn la

transformacién R tiene transformacién inversa derecha la cual es acotada, es decir, dada
. 1 .
cualquier f € H'"2(0Q) existe un elemento u € H'(Q)) tal que Ru = [,y

lull Ly < C U F Iy
Donde H{(2) = C5°(£2) con la norma de H'(2).
Es esencial que t > % ya que no hay una extensién continua correspondiente a t < %
En el caso particular ¢ = 1 se tiene el siguiente resultado.

Teorema. A5 Teorema de la traza:
El operador traza 7 tiene una extensién a un operador acotado de H*() hacia Hz (9S2),
donde Hz(89) se identifica con el espacio de Sobolev Hz (0, 2r) de funciones periédicas (ver

definicién [A.3]).
T HY(Q) —  Hz(09)

T es sobreyectiva y ademas posee inversa por la derecha, es decir existe un operador lineal
acotado F tal que: )
E:H2(0Q) — HYQ)

y que cumple 7°E =T en H 3 (0R2), es decir E es inversa por la derecha de 7.

Teorema. A6 Sea I un subconjunto abierto no vacio de 9€). Existe una constante
C=C(Q,T) tal que Vu € H ()

n

HUH%%Q) <C (Z

i=1

2

ou
axi

2
+ HRUHL2(89)>
12(9)
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Teorema de representaciéon de Riesz (o teorema de representaciéon para espacios de Hil-
bert).

Teorema. A7 Sea H un espacio de Hilbert con producto interno < -,- >p; entonces la
transformacion de H hacia su espacio dual H*, definida por

GH : H — H”
[ Guf=<-f>n

Es un isomorfismo.

Teorema. A8 La transformacién

F o HYQ) — HY(Q) x H2(0Q)
uw — f(u):([];fz)

Es un isomorfismo. Esto es, para cualesquiera F € H™Y(Q) y f € H2(d9) existe una

tnica u € H'(Q) tal que
7= ()

Esta solucion u satisface la desigualdad

el oy < € (1P =10 + 11113 )

donde H~() es el espacio dual de Hj ().
A la funcién u se le llama la solucién débil del problema de Dirichlet.

Definicion A.12 La transformacion Dirichlet-Neumann se define de la siguiente manera.

Ae tH2(8Q) — H 2(09)
N ou
fo— Af=(eVu) iy = “on .

donde 11 denota el vector unitario normal exterior a Of).

Teorema. A9 Si Suponemos que ¢ € C'(Q). Entonces la transformacién Dirichlet-
Neumann, A., se extiende a una transformacién acotada

Ao : H2(0Q) — H 2(09)
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Definicion A.13 Se define el valor principal de una funcion f(x) la cual tiene una singu-
laridad real x¢g € R como:

“+00 xro—E€ “+00

v.D. f(z)dx := lim f(z)dz + lim f(z)dx

=0t J_ o e—0t zote

en caso de que dicho limite exista.

Teorema. A10 Valor Principal de una funcion definida en C.
Sea f: 2 — C una funcién analitica en un dominio abierto €2, donde:

{z € C/Imz > 0} — {21, 29,...,2,} T

y 21,22, ..., 2y Son singularidades de f, ubicadas en el eje real y todas son polos simples.
Si existen constantes R > 0, ¢ > 0y a > 1, tales que:

f(2)] < — para Imz >0 y |2| > R,

2]

entonces el valor principal de Cauchy de f(z) denotado por v.p. fj;o f(x)dx existe, y su
valor esta dado por la siguiente férmula de residuos.

—+00

v.p. f(z)dz = 2mi Z res(f;z;) + mi Z res(f;2;), j=1,2,...,n

Imz;>0 Imz;=0

Definicion A.14 Residuo de una funcion f(z)
Supongamos que f(z) es una funcion analitica definida en una vecindad de zp € C ( no
necesariamente en zp) con expansion en serie de Laurent.

+o0
f(z) = Z a 2", 0<|zl<r

n=—oo

Se define el residuo de f(z) (' mds correctamente de la forma diferencial compleja f(z)dz)
como el coeficiente de % en la serie de Laurent de f(z), es decir:

res(f(2)dz; z9) = res(f(2); z0) == %éf(z)dz =a_

donde I' denota cualquier curva cerrada simple, la cual rodea a zy en sentido positivo, y
donde no hay otra singularidad de f(z) dentro y sobre la curva T.
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