Capitulo 6

La Matematica en la que se Sustenta la Tomografia
Axial Computarizada
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Resumen: Este trabajo se enmarca dentro de la modelacién Mate-
mética en la Ingenieria. Se exponen los aspectos fisicos y mateméaticos
en los que descansa la estructura y el funcionamiento de la tomo-
grafia computarizada. Los aspectos fisicos estan relacionados con la
adquisiciéon de los datos y la modelacion matematica del problema
de reconstruccién de imagenes. Los aspectos matematicos abarcan el
uso de la transformada de Radon y de la transformada de Fourier, asi
como sus propiedades mas importantes.

Palabras clave: Transformada de Radon, tomografia axial computa-
rizada.

6.1 Introduccion

La Tomografia Axial Computarizada (TAC), nace como un método o una he-
rramienta en medicina mediante visualizacién por rayos X. El fundamento de la
tomografia es la adquisicion de una imagen por rayos X, de un corte transversal
de un objeto, para distintos dngulos de rotacién con respecto al mismo. Cada
una de estas imagenes es una proyeccion del objeto y el problema consiste en
obtener la estructura interna del objeto a partir de todas las posibles proyec-
ciones (|Ferreira2008]).
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66 La Matémética de la TAC

Esta técnica busca superar tres limitaciones en la radiologia convencional. Pri-
mero, la imposibilidad de mostrar en una imagen radiolégica bidimensional toda
la informacién contenida en una escena tridimensional, debido a la superposi-
cibn de los objetos en la imagen que se tenia; segundo, la limitada capacidad
para distinguir tejidos blandos; y finalmente, la imposibilidad de cuantificar las
densidades de los tejidos (|[Hounsfield1980]). Tras la pronta inclusion de la to-
mografia en la practica clinica, no sélo se propusieron diferentes geometrias, sino
que también se buscaron métodos que ofrecieran aproximaciones que permitieran
reconstruir la imagen con el menor costo computacional posible. Esto llevd a
que la retroproyeccion y la retroproyeccion filtrada [Shepp1974], originalmente
propuestos en astronomia, fueran rapidamente adoptadas.
Los métodos matematicos en los cuales se basa la TAC fueron desarrollados por
A.M. Cormack en 1962 (|Cormack1963|), sin embargo desde 1917 Johann Radon
plante6 el problema de reconstruir una funcién f si se conocen sus integrales
sobre rectas arbitrarias.

Si la ecuacion normal de una recta es p = x cos ¢ + yseng, la integral sobre
la recta se puede escribir como

F(p,¢) = /_OO f(pcos ¢ — sseng, pseng + s cos ¢)ds, (6.1.1)

donde la funcién F' es una proyeccion en una dimension de la funcidén f a un
angulo ¢. Si se conoce esta F' para todo angulo ¢, entonces a la funcion F' se
llamara la transformada de Radon bidimensional de la funcion f ([Stanley1983]).
Asi, el problema directo consiste en hallar F'(p, ¢) a partir del conocimiento de
f(x,y) mientras que el problema inverso es hallar f(z,y) a partir del conocimiento
de todas las proyecciones F'(p, ¢). El interés principal radica en hallar formulas
de inversion de la transformada de Radon. Por ejemplo Minkowsky escribio
el operador de inversion en término de funciones esféricas, Funk redujo el pro-
blema de la inversion en la transformada de Abel [Gindikin1992|, mientras que
Helgason aborda la transformada de Radon en geometria integral en espacios
homogéneos [Helgason1999|. Usaremos esta tltima referencia para consultar al-
gunas propiedades basicas de la transformada de Radon.

6.2 El modelo matematico de la TAC

Considere un plano fijo a través del cuerpo humano. Denote con p(x,y) el cambio
de densidad en el punto (z,y) y suponga que L es una recta en el plano que
interseca al cuerpo. Suponga que se envia un haz delgado de rayos X al interior del
cuerpo a lo largo de la direcciéon determinada por la recta L y se mide qué tanto es
atenuada la intensidad del rayo cuando pasa a través del cuerpo. Parametrizando
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L mediante
pe® +se? e C,seR,

donde se hace la identificacion de C con R2. Se tiene que la atenuacion de
la intensidad I estd descrita aproximadamente por dI = —vyplds con v > 0.
Integrando a lo largo de la recta L se tiene

S
Ini(s)= —7/ p(pe + se?)ds,
50
o asumiendo que p es de soporte compacto, el algoritmo de la variaciéon de inten-
sidad del haz al ser aplicado en la direcciéon L viene dado por

o0

InI(o0) = —7/ p(pe® + se'®)ds.
—0o0

De esta forma se ve que a partir del conocimiento de la distribuciéon de las den-

sidades en el interior del cuerpo, la cual corresponde a los factores de atenuacion

del haz de rayos X, se pueden calcular todas las integrales de linea. Esta es la

llamada transformada de Radon

o0

f(p, o) = / p(pe'® +se®)ds, peR,¢el0,n). (6.2.1)
—0o0

El problema directo consiste en calcular la transformada de Radon cuando p
es dada, mientras que el problema inverso consiste en hallar a la funcién de
densidades p si se conocen los valores de su transformada de Radon.

Se tiene que el problema inverso es un problema mal planteado en el sentido de
Hadamard. En efecto, suponga que p tiene simetria radial y considere las rectas
L paralelas al eje Y. Se tiene que p = p(r), r = /22 + y2, y el rayo L, que pasa
a través de (x,0) se puede parametrizar por (x,s),s € R. Esto conduce a

V(z) :=In(c0) = —2v /000 p(v/ 22 + y?)ds. (6.2.2)

Si nuevamente se asume que p es de soporte compacto contenido en X donde
X = {z € R : |z|] < R}, R suficientemente grande, mediante el cambio de
variable s = v/r2 — 22 en (6.2.2) se llega a

00 R

rplr) rol)

e V12— 22 . VIZ—z2

Un tltimo cambio adicional en las variables z = R? — 12 y y = R? — 22 trans-
forma esta ecuacion en la siguiente ecuacion integral de Abel para la funcion

z+ p(VR? = z):

V(z) = -2y dr = =2~

(VR 2)
V(VRE —y) = — / PV = 20, 0<y <R
( y)=—v = y
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Asi, el problema inverso consiste en hallar p en esta tltima ecuacién conociendo
V', el cual es un problema mal planteado.

,Qué tan serio es que este problema inverso sea mal planteado? Como ya se
sabe, la estabilidad de la solucién no esté asegurada, por lo que en aplicaciones
deben hallarse métodos que aseguren una buena estimaciéon de la funcién f, ya
que regularmente existen perturbaciones en la recolecciéon de datos tales como
factores de ruido. Para ello, se utiliza la regularizacion (filtros) para hallar a la
mejor aproximacion de la solucién.

6.2.1 Adquisiciéon de datos a partir de integrales de linea

Una imagen tomografica o perfil consiste en las medidas de flujo de radiacion
a través de un objeto para distintos dngulos de incidencia. Considere un corte
transversal que se divide en vdzels con dimensiones Az, Ay, Az donde a cada
voxel puede asignarse una atenuacion p (Figura 6.1).

Considérese también un rayo de intensidad [y, que penetra un objeto a lo largo de

Rebanada Anatomica Imagen reconstruida
(Voxel) (Pixel)

Figura 6.1: Proceso de adquisicién de una imagen®

una trayectoria L, en linea recta, pasando por cada voxel (o region discretizada del
objeto) con una distribucién no homogénea de atenuaciones p(z). La intensidad
del rayo que alcanza el detector I(z) depende no solo de la distancia atravesada x
sino también de la atenuacion p(z) de cada punto en su trayectoria, obedeciendo
la ley de Beer-Lambert:

I(z) = Iye Jpm@de, (6.2.3)

Dado que es posible medir tanto Iy como la intensidad de salida I(z) en el
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detector del tomografo, resulta conveniente escribir (6.2.3) como:

p(z) = —In <Ig)> - /L p(z)de. (6.2.4)

La ecuacion (6.2.4) constituye una integral de linea o transformada de Radon
de los coeficientes de atenuacién lineal a través del recorrido de los rayos X. La
proyeccion p(zx), formada por las integrales de linea paralelas o en abanico tiene
implicaciones importantes. La primera, que el detector registra la integral de
linea y ésta depende de las atenuaciones en cada regiéon del objeto en la trayecto-
ria del rayo. La segunda, que aunque se usa informacioén volumétrica, el detector
registra la proyeccion p(x), que es una senal unidimensional para cada angulo ¢.
Una de las suposiciones hechas es que cada voxel contiene una atenuacion uni-
forme (que corresponde a un tejido especifico), lo cual no es necesariamente cierto,
ya que es muy probable que existan voxeles con dos o mas materiales simultéanea-
mente. Este efecto es llamado el efecto del volumen parcial que en algunas
aplicaciones especificas (que no se abordan en este trabajo) debe ser corregido.

6.3 Sustento tedrico de la solucién del problema

La transformada de Radon se puede invertir con la transformada inversa de
Radon, la cual se enuncia cuando la dimensién del espacio es impar. Pero tam-
bién se tiene una definicién para el caso en que la dimensién de espacio sea par.
En adelante x,y y 2z denotan vectores en R” mientras que £ es un vector uni-
tario en R™, p un escalar y A, el operador Laplaciano. Note que para un vector
arbitrario & € R™, se cumple

/f(y)|§~(y—-'v)dy _ / /_°° F@) Pl — £ - (v —))dpdy
- /_°° /f(w+z)\p!5(p—€-z)dzdp
= /Oo p|f(p+€&-2,€)dp,

donde en el dltimo paso se usa la propiedad de traslacion de la transformada de
Radon.

Integrando sobre la esfera unitaria en R”(denotada por S"~1) se tiene

/|s|=1/f(y)|£' (y_x”dydf:/m:l /_OO Ip|f(p+& z,€)dpd¢,  (6.3.1)

con df el elemento de superficie en la esfera unitaria. Por otro lado, se tiene
que la integral del lado izquierdo de (6.3.1) puede reescribirse usando la siguiente
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identidad dada en |Hilbert1962]:
17y 1)) = Al [ [ rle- ey

la cual es valida para n impar, n > 3. Note que el operador Laplaciano de la

igualdad anterior se puede descomponer como A("H)/ 2 Ag(cnfl)/ QAm,

de donde se obtiene:
4(2m) N (—1) V2 () = AL, /ks g | wliwegag dode. (632)
Haciendo el cambio de variables t = p 4+ £ - = se tiene:

/Oo Pl +€-2,8)dp — /oo t— &2 f(1,€)dt

g 3 ;
:/ t—g-x|f(t,§)dt+/ (t—§&-z)f(t,€)dt

Ex

00 . §x .
— / (t_g-x)f(t,g)dt—/ (t—& z)f(t,&)dt

T —00

Usando la regla de Leibniz para diferenciar una integral y recordando la regla de
la cadena se prueba que

o

Az/m i+ 2.0 = A [ (-€-a)ftear

Em
—A/ (t— & 2)f(t,€)dt
= —2£-£f(€-x.8).
Dado que £ - € = 1 se tiene

Ay /OO plf(p+&-z,&)dp=—2f(& =,£).

Combinando esta ultima expresion con (6.3.2) se obtiene la formula de inversion
de la transformada de Radon para n impar mayor o igual que 3.
Proposicién 6.3.1 Suponga que f € D (R™) con n impar, n > 3. Dada f(p,€)

se puede recuperar a la funcion f mediante

J@) = Cang MRLSELL (6.3.3)

- ¢ /I£ . <§p) f€ o, e)de. (63.4)
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donde
(_1)(n71)/2 1

1
2(2m)n—1 T 2 (2mi)n—L

C, =

Como se vidé anteriormente, encontrar una féormula explicita de inversion para
la transformada de Radon es muy complicado. En vez de eso, en esta seccion
se da un teorema que establece la relacion entre la transformada de Radon y la
transformada de Fourier lo cual permite recuperar a la funciéon f de manera més
sencilla.

Para ello note que dada f € D localmente integrable se cumple:

P n(f) _ /f(m)e%rik-zdm
= //oo f(@)e ™ 2™5(t — k - x)dt dz,t € R.

Usando el teorema de Fubini para intercambiar el orden de integracion se tiene:
ealh) =7 = [ [f@e s~ ko) doar,

luego, si k=s& y t=sp con s € R y € un vector unitario en R", entonces:

fsg) = [ e (/f(mwp—s-x)dz) dp

—00

= [ fwgerap

Es decir, se obtiene:

Fo(f)=r1(f) =r1(r {f}),
donde f es la transformada de Radon n-dimensional de la funcién f.

Asi, se ha podido establecer la relaciéon que involucra la transformada de
Radon con la transformada de Fourier. Razon por lo cual, se establece en el teo-
rema siguiente ya que esta relacion es fundamental para este trabajo, pues como
se vera mas adelante, los métodos de inversiéon mas utilizados se fundamentan en
esta relacion.

Proposicion 6.3.2 Sea f € D una funcion localmente integrable en R™. En-
tonces se tiene

Fa(f) =F1(f). (6.3.5)
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2m

P = x cos ¢+ ysenp

Trayectoria que siguen
los rayos X @

p

(a) Imagen original. (b) Senograma de la imagen original.

Figura 6.2: Representacion de la imagen original y su respectivo senograma.

6.4 Reconstruccion de imagenes

En la reconstruccion tomografica se presentan una serie de proyecciones medidas
de 0 a 27 (aunque tedricamente solo se necesitan proyecciones que cubran hasta
m) en el senograma o transformada de Radon. Un senograma es el conjunto de
proyecciones del objeto variando ¢ de 0 a 27 como lo ilustra la Figura 6.2.

Si se denota como f(z,y) al mapa de atenuacion del objeto que se quiere
reconstruir y f(p, ¢) la proyeccion de f(z,y) a un angulo ¢, entonces se tiene que
p ==z cos ¢+ ysen@. De donde

foo = [ " fa s,

la cual es la transformada de Radon bidimensional de la funcién f, la cual se
puede reescribir como:

F(p.6) = / / F(2,4)8(p— w cos ¢ — yseng)dady.
RZ

Las proyecciones tomograficas pueden expresarse como la transformada de
Radon del mapa de atenuaciones del objeto que se desea reconstruir, con lo
cual el problema de la reconstruccion es equivalente a encontrar la inversa de la
transformada de Radon.

Para ello recuérdese que la transformada de Fourier de la expresion anterior es:

e i) = [ " fp, )2 dp.
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Figura 6.3: Diagrama que muestra la transformada de Radon o proyeccion de un objeto a un
angulo ¢.

El Teorema de Cortes de Fourier, establece que la transformada unidimensional
de Fourier de una proyeccion f(p, ¢) de un objeto es igual a la transformada bidi-
mensional de Fourier de la funciéon f(x,y) evaluada en la recta de esta proyeccion,
es decir:

Fo{ft = Fi{r ()} (6.4.1)

El teorema de cortes de Fourier indica que la proyecciéon al dngulo ¢ produce
una seccion transversal de la transformada bidimensional de Fourier del objeto
original como lo ilustra la Figura 6.4.

La transformada inversa de Fourier de F 2 { f} deja como resultado la recons-
truccion completa de f(z,y), es decir:

flay)=r2 7 H{rF 1 {r (f)}}.

6.4.1 Retroproyeccion filtrada

Como se vio en la seccidén anterior, es posible recuperar a la funcion f usando
el teorema de cortes de Fourier, sin embargo; al momento de implementar este
método, resulta muy costoso en cuestiones computacionales debido a la gran
cantidad de proyecciones que se realizan. Para esto, se han investigado diferentes
técnicas de implementacion de este tipo de reconstruccion. Entre ellos destaca el
algoritmo de retroproyeccion filtrada, el cual se describird en esta seccién.

Definicion 1 Considere una funcion arbitraria 1 (t,€) localmente integrable, donde
t=&-x=1xcosp+ yseng. Se define el operador de retroproyeccién B como

B (¢¥)(x,y) = /Oﬂd)(.r cos ¢ + y seng, &)do, (6.4.2)
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Proyeccion del objeto

)
alingulo @ Y Objetode
pr estudio
f(p, ¢
( ) Transformada bidimensional de
s P Fourier del objeto
) X
Transformada unidimensional
de Fourier de la proyeccién
o
F{f(p,®)} o
- Seccién transversal
Identicas -~ " F(tcos p,tsend)

Figura 6.4: Ilustracion del teorema de cortes de Fourier.

o en coordenadas polares mediante

B ()(r,0) = /0 " cos(0 — ), 6)dd, (6.43)

donde x = rcosf yy =r senf.

Recordando la formula de retroproyeccion filtrada, se tiene:

fay) = /0 / P 1 {F(p, 6} k| dkdg

= /7T Qg(x cos ¢ + yseng)de, (6.4.4)
0

donde: -
Qulp) = / S (k) [k 2T .

Por lo tanto es posible recuperar a la funcion f aplicando un filtro |k|. El objetivo
de usar este filtro es recuperar las altas frecuencias que se han atenuado en el
proceso de retroproyecciéon. Con todo, el algoritmo de retroproyeccion filtrada
puede implementarse como sigue:

e Aplicar la transformada de Fourier unidimensional a las proyecciones para
obtener Sy (k).

e Multiplicar Sy (k) por el filtro |k|.

e Calcular la transformada inversa de Fourier unidimensional de Sg(k)|k|
para obtener las proyecciones filtradas Qg4(p).
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e Aplicar el operador de retroproyeccion a Qg(p).

Note que como Qu(p) = F1 ~H{|k|F 1 {R (f)}}, entonces por el teorema de con-
volucion Q4 (p) se puede expresar como

Qs(p) = F1 Ik} xr1 T HF i {R(f)}}
F1 Ik} <R (). (6.4.5)

Observe que la funcion:

E(p)

Pk = [ kT

no existe para todos los valores de p. Para ello considere p = 0, luego E(0) es
simplemente el area bajo la curva |k|, sin embargo, cuando k& — 400 se tiene que
E(0) — oo. Asi, la ecuacion (6.4.5) no puede aplicarse directamente.

Para ello suponga que la transformada de Fourier de la proyeccién es de soporte
compacto. Bajo este supuesto, se tiene que:

F .
Qs(p) = /_ ) So(k)|k|e¥*P .

Esta ecuacion indica que para calcular la proyeccion filtrada Q4 (p), primero hay
que calcular la transformada de Fourier unidimensional de la transformada de
Radon para obtener S¢(k), multiplicandola después por |k| en el rango de (—I",T")
para posteriormente calcular la transformada inversa de Fourier unidimensional.
Desafortunadamente en la practica esto no es tan sencillo de realizar puesto que
no es tan sencillo discretizar el filtro. Para asegurar un buen muestreo, el ancho
de banda I' tiene que satisfacer el criterio de muestreo de Nyquist ([Hsieh2003)):

1
= % ciclos/mm,

donde 9§ es el intervalo de muestreo de la proyeccion en milimetros. Bajo esta
condicion, se puede definir la funciéon H(w) como:

wl, st |w[ <T;
0, si Jw|>T,
cuya transformada inversa de Fourier es la funcion:

I
hp) = / (|27 ikP g
T

—1 + cos(2mpI’) + 2mpI'sen(2mpl’)
2p2 72
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Mediante algunos calculos se ve que la funcién h puede expresarse como

h(p) = % <Ser;(:;1{f)> - & (ser;(;ff))% (6.4.6)

Dado que la funcion H(w) es una funciéon par en la variable w, h(p) también
es una funciéon par (|Hsieh2003],[Hsul970]). Con todo, la ecuacion (6.4.4) queda
como:

fay) = /0 ' / " F . é)hip — o), (6.4.7)
.

donde p,, es el valor a partir del cual se tiene f (p',¢) = 0 para todo p’ tal que
|p'| > pm. Aqui se usa el hecho de que f es de soporte compacto. Dado que
en las computadoras los calculos de esta formula de retroproyeccion filtrada se
realizan mediante valores enteros multiplos de ¢, entonces sustituyendo ¢t = nd
en la ecuacion (6.4.6) se tiene:

1/462, si n=0;
h(nd) =< 0, n par;
—1/(nmé)?, n impar.

En resumen, en esta secciéon se analizé la férmula de retroproyeccion filtrada,
observando que aunque tebricamente es posible reconstruir a la funcion f, en la
aplicacion resulta complejo aplicarla debido a la naturaleza de trabajar con un
nimero finito de proyecciones y la discretizacion del kernel truncado |k|.
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