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Resumen

En la problemética de la ensefanza
y aprendizaje en las carreras de ingenie-
ria es frecuente enfrentarse a problemas
matemdticos diversos. La potencialidad
que se tiene con un programa de
cémputo simbélico para resolver y ana-
lizar problemas matemdticos es enorme
y en el presente trabajo se muestra como
se utiliza en la resolucién de tres pro-
blemas que se presentan en diferentes
curriculas de ingenieria.

Abstract

Problem solving by means of symbol-
ic, graphic and numeric computer software.
Within the problem areas of teaching and
learning in engineering majors, one com-
monly faces different mathematical prob-
lems. The potential found in a symbolic
computer program to solve and analyse
mathematical problems is huge. This arfi-
cle shows how to use it to solve three prob-
lems which are dealt with in different
engineering courses.

Introducciéon

Abstrait

Il est fréquent d’étre confronté & des
problémes mathématiques divers quand
il s’agit de problématique d’enseignement
et d’dpprentissage pour les études d’ingé-
nierie. Le potentiel disponible d’un pro-
gramme de comput symbolique pour
résoudre et analyser des problémes ma-
thématiques est énorme. Ce travail mon-
tre comment |'utiliser pour résoudre trois
problémes qui se présentent en diférentes
matiéres d’ingénierie.

La disponibilidad en la actualidad de software de computo simbdlico,
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grafico y numérico, permite resolver una gran diversidad de problemas de
distintos campos y areas del conocimiento. Desde la aparicién en el mer-
cado de MathematicaO, MapleO, DeriveO, MathcadO, entre otros paque-
tes, diversas instituciones de educacién en el mundo hacen uso de estos
programas con propdsitos de ensefnanza, para verificar resultados, hacer
"experimentos", graficar datos y en general para resolver problemas.

Es importante mencionar que aunque muchas instituciones utilizan este
software ain hay quienes no conocen su existencia y su potencialidad,
sobre todo los estudiantes.

En este trabajo se utilizara MathematicaO para resolver algunos pro-
blemas que se presentan en la curricula de la carrera de ingenieria en
alimentos, ingenieria bioquimica, ingenieria quimica, ingenieria meca-
nica, entre otras.

El primer problema a resolver es de fisicoquimica, en particular, hallar
las propiedades de una sustancia como el volumen o coeficiente de com-
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presibilidad cuando se encuentra bajo condiciones de-
terminadas de presién y temperatura.

El segundo problema trata de un problema de me-
céanica de fluidos, se estudiara el tiempo transcurrido
para vaciar un tanque debido la accién de la gravedad.

Para finalizar se abordara un problema de fenéme-
nos de transporte (transferencia de calor) en el que
un cuerpo de cierta geometria estd sujeto a un gra-
diente de temperatura.

Materiales y métodos

Los célculos numéricos se efectuaron en una PC
Pentium II usando el programa de cémputo Mathemati-
ca® 3.0.

Modelos matematicos
1. Ecuacién de estado de Van der Waals

Una ecuacién de estado que se utiliza frecuente-
mente en la introduccion al tema de las ecuaciones de
estado es la ecuacion de Van der Waals.

Este problema estd tomado del libro de Abbott y
Van Ness, un libro de texto clasico.

Calcule el factor de compresibilidad del aire a 180
K y presiones de 1, 5, 10, 20, 40, 60, 80, 100, 200, 300,
400 y 500 bar

Solucién

Por simplicidad, considere que el aire contiene 79%
de moles de nitr6geno y 21% de moles de oxigeno. Se
utilizan las reglas de mezclado estandar, siendo el ni-
trégeno la especie (1) y el oxigeno la especie (2).
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La ecuacién de estado de Van der Waals puede es-
cribirse de la siguiente manera:

73 -B+5PQ2 . 0P 7 HoP PR ,
5 RIS

R’T? [R’T° IRT O

donde, para una sustancia pura:

27K
64 P

b lRE
v 8

siendo R la constante de los gases, Tc es la tempe-
ratura critica, Pc es la presién critica y Z es el factor de
compresibilidad.

Se puede hallar en tablas de propiedades los siguien-
tes valores criticos para las sustancias involucradas, en
este caso nitrégeno y oxigeno.

T, = 126.2 K, P, =33.9 bar,
T, =1545K, P_, =50.5 bar.

Las reglas de mezclado son las siguientes (ver arri-
ba la definicién de a y b para una sustancia pura):
b = Sx; b, y a=S8SxXa,

Para las a;a menudo se emplea la regla de combi-
nacién de media geométrica:

— 1/2
a; = (a;a)
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Como se observa en la tabla siguiente, el rendimien-
to de la ecuacién de estado mejora a presiones bajas y
se deteriora a medida que se incrementa el nivel de
presion. Los datos que aparecen en la tabla siguiente
provienen de dos fuentes, de un manual de propieda-
des para el aire (Handbook Fundamentals, 1993) y los
resultados obtenidos de la ecuacién de van der Waals

a diferentes presiones y temperatura fija de 180 K.

Z para el aire a 180 K
P/bar | Manual |Ec. estado
1 0.9967 [0.996356
5 0.9832 |0.98164
10 | 0.9660 [0.962919
20 0.9314 [0.924381
40 0.8625 |0.843302
60 0.7977 |0.761217
80 0.7432 |0.696741
100 | 0.7084 |0.676484
200 | 0.7986 |0.89083
300 | 1.0068 [1.17595
400 1.2232 [1.46097
500 1.4361 [1.74193

TABLA COMPARATIVA DEL FACTOR DE COMPRESIBILIDAD PARA EL AIRE A
DISTINTAS PRESIONES Y UNA TEMPERATURA FIJA DE 180 K.

A continuacién se muestra el cédigo como se ha
implementado en MathematicaO (puede proponerse
otra forma en su programacion).

Se escriben los datos y constantes conocidas para

su empleo posterior.

TC1=126.2; TC2=154.5; PC1=33.9; PC2=50.5, T=180;
R=83.14;

f1=0.79; £2=0.21; P=100;

Las constantes referidas a las condiciones criticas
para cada especie se evalGian asf:
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al=(27/64) (R"~2 TC1"2/PC1); a2=(27/64) (R™2
TC2 " 2/PC2);

b1=(1/8) (R TC1/PC1); b2=(1/8) (R TC2/PC2);

Las reglas de mezclado son:

cb=f1*b1 + f2*b2;
ca=fl*fl*al + f2*f2*a2 + 2*f1*f2*(al*a2) " (1/2);

Se evaltan las constantes que aparecen en la ecua-
cién de estado de Van der Waals:

c=(cb*P/(R*T));
d=(ca*P/(R"2*T"2));
e=c*d;

La ecuacién de estado se escribe de la siguiente
forma (nétese el cambio de variable):

funx[x_:=x"3-(1+c) *x"(2) + d*x-e

Se encuentra la solucion a la ecuacién cubica:

FindRoot[funx[x]==0, {x,0.9}]
Alo que el programa responde con:
{x->0.676484}

Para hallar los resultados que restan solamente se
cambia el valor de P.

2. Drenado de un tanque

Una situacién que se presenta a menudo en insta-
laciones industriales es el vaciado o drenado de un tan-
que de cierta geometria.

Un tanque de agua tiene en el fondo un agujero de
area a por el cual el agua esté saliendo. En condiciones
ideales la velocidad del agua que sale a través del hoyo
es v = (2 g y)". En condiciones reales, hay que tomar
en cuenta la contraccién que sufre un chorro de agua
en un orificio, para tener v = c(2 g y)"?, donde c es
una constante empirica comprendida entre Oy 1.
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FIGURA 1
Drenado de un
tanque hemies-
férico.

FIGURA 2
Soluciones obteni-
das en el drena-
do del tanque
hemiesférico.
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El problema esta esquematizado en la siguien-
te figura.

La ecuacién diferencial que describe el vaciado del
tanque es:

A(y)% =—coy2y

donde A(y) es el area variable del espejo del flui-
do, y es la altura del espejo de agua, g es la aceleracion
de la gravedad y t es el tiempo.

Hay que sefialar que no se deduce la ecuacién di-
ferencial que describe el tiempo de vaciado del tan-
que debido a que esta es facil de hallar o encontrarse
en la literatura.

Solucién

v=c(2 gy)”
0.8

0.6

0.4

A

v=(2gy)"*

0.2

TIEMPO

500 1000 1500 2000
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La gréfica anterior muestra el comportamiento que
sigue el fluido al encontrarse o no con una restriccion,
estos resultados se obtienen variando simplemente el
valor de c en la ecuacién diferencial. Puede hallarse una
interpretacion fisica al valor de ¢ después de observar
las curvas en la gréfica.

El c6digo que se implemento para resolver la ecua-
cién diferencial se presenta a continuacion.

Se escriben los datos conocidos

rad=1.22;
beta=Pi (0.0127)?(2%9,81)1/
gama=0.9 Pi (0.0127)? (2%9,81)%/»

Se escriben las ecuaciones diferenciales, en primer
lugar el caso ideal

nlf[t_]=nlh'[t]+(beta*nlh[t] ~ ¢/?)/(Pi*(2*rad-
nlh[t]))

y el caso donde se toma en cuenta el efecto de la
contraccion debido a la friccion

cnl[t_]=cnh'[t]+(gama*cnh[t] ~ ¢/2)/(Pi*(2*rad-
nlh[t]))

Se indica que se tiene que resolver numérica-
mente con la instruccién NDSolve, nétese el valor
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inicial y el intervalo de tiempo para hallar la solu-
cién, en ambos casos.

solnl=NDSolve[{nlf[t]==0,
nlh[t],{t,0.0,2150}]

y

sol2=NDSolve[{cnl[t]==0,
cnh[t],{t,0.0,2150} ]

nlh[0]==1.22},

cnh[0]==1.22},

Es necesario en este caso hacer un cambio de
variable con el propésito de graficar posteriormen-
te las soluciones.

nlhsolve[t_] = nlh[t]/. soln1[[1]]
y
cnhsolve[t_] = cnh[t]/. sol2[[1]]

Finalmente se grafican las dos soluciones por me-
dio de la instruccion Plot.

Plot[{cnhsolve[t],nlhsove[t]},{t,0.0,2150},
AxesLabel->{TIEMPO,ALTURA}]

3. Pérdidas de calor en una aleta circular

Este problema est4 tomado del libro de Bird, Stewart
y Lightfoot, que es el libro de texto clasico en fenéme-
nos de transporte.

Obtener el perfil de temperatura T (r) para una ale-
ta circular de espesor B situada sobre una tuberia cuya
temperatura de la pared externa es To.

La situacion fisica estd esquematizada en la figura 3.
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Ta= Temperatura del
aireambiente

Solucién
Se comienza por hacer un balance de envolvente
sobre un elemento diferencial.

qr‘r B2mr— qr‘HArB?T[(r + Ar)= h2m(Ar) (T - T,)=0

Se utiliza también la ley de Fourier

dr
=497
ar dr

donde k es la conductividad térmica, T es la tem-
peratura y r es la posicién radial.

Sustituyendo esta relacion en la ecuacién anterior,
y dividiendo entre 2pBDr se tiene:

d dT O hP
GHATH " _1)=0
dr% drE_kA( a)

donde P es el perimetro, A es el &rea y h es el co-
eficiente convectivo de transferencia de calor, divi-
diendo entre Dr y tomando el limite cuando tiende a
cero, se tiene:

d’T hP
L N =
dr? I(A( 2) =0

TEMAS | mayo-agosto 2000

Temperatura T=T,
para r=R;

FIGURA 3

Aleta circular si-
tuada sobre una

tuberia caliente

13



14

Esta ecuacién diferencial con las condiciones de
frontera puede resolverse de la siguiente manera.

Existen tres casos posibles, de los cuales aqui se pre-
senta solamente uno.

Las condiciones que se utilizaran son las siguientes:

r=RO; T =To
r=RI1; T=Ta

Resulta conveniente tomar m2 = (h P/k A), se pro-
cede a escribir la ecuacién diferencial con las condi-
ciones de frontera mencionadas y resolver utilizando
la instruccién DSolve.

ecdif=(y"[x]-m " 2 (y[x] - Ta) == 0);
DSolve[{ecdif, y[Ro]==To, y[R1]==Ta}, y[x], x]
Alo que el programa responde con:

Em(? R1+Ro) (TO —TO) EmRo+2mX(Ta —TO)
_E2mR1 , p2mRI - _E2mR1  F2mRo

Hyl - E™(E™ Ta + )3}

Que es la respuesta que se buscaba.

1, radio
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La influencia que tiene el pardametro m sobre la so-
lucién obtenida es sustancial como era de esperarse de-
bido a que estan involucradas las propiedades de
transporte de los medios involucrados en la transferencia
de calor.

La variacién en las propiedades de transporte influi-
ran fuertemente la transferencia de calor, esto se ob-
serva claramente en la gréfica anterior.

Conclusiones

Se ha mostrado como puede hallarse la soluciéon de
distintos problemas utilizando MathematicaO. Se resal-
ta el hecho de que se han resuelto problemas en los
cuales se tiene que resolver una ecuaciéon cubica para
hallar las raices o soluciones (ecuacién de estado), esto
se ha logrado sin tener que utilizar un gran nimero de
lineas de programacion, sino que se explotan las carac-
teristicas de Mathematica® para resolver ecuaciones
cubicas. Esto permite al usuario concentrarse en la in-
terpretacion y andlisis de los resultados al cambiar y
combinar pardmetros presentes en la ecuacion.

En la solucién al problema del drenado del tanque
se utilizé la capacidad numérica para resolver la ecua-
cion diferencial que describe el flujo del fluido en fun-
cién del tiempo. Otra caracteristica de este programa
de computo que se observa con la solucién de este pro-
blema es la facilidad que se tiene para representar en
forma gréfica los resultados obtenidos sin necesidad de
"salirse" del programa y utilizar un graficador ajeno.

Las capacidades para hacer célculos simbdlicos que-
da claro al resolver el problema de la aleta de enfria-
miento, donde se ha resuelto el problema planteado

FIGURA 4
Representacién de q = T -Ta, versus r, el
radio de la aleta, para dos valores de m.
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sin recurrir al algebra laboriosa o a esquemas numéri-
cos de solucion.

Esta forma de resolver los problemas descritos con
anterioridad permite al usuario centrarse en las carac-
teristicas relevantes del problema, a la influencia que
tienen las variables y pardmetros en la solucién final,
se ha visto que hallar las soluciones anteriores toma solo
algunos minutos si se cuenta con una computadora y
el paquete de software.

Los problemas presentados pretenden motivar a los
estudiantes a interesarse en este u otro paquete de
cémputo simbélico para facilitarles la tarea en la reso-
lucion de problemas.

Este ejercicio se lleva a cabo en la actualidad con
algunos de los alumnos de la carrera de ingenieria de
los alimentos en la Universidad Tecnolégica de la Mix-
teca y se pretende monitorear el desarrollo de sus ha-
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bilidades en la resolucién de problemas después de
ofrecerles esta herramienta @)
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