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Resumen

En el trabajo, se presenta un nuevo
método para obtener una caracterizacién
del médulo de suavidad de primer orden
de Ditzian — Totik, en términos de una K —
funcional. La importancia de este nuevo
método, radica en el hecho de que permite
obtener estimados aceptables de las
constantes  relacionadas  con la
caracterizacién.

Abstract

This study offers a new method for
obtaining a characterization of the first
order modulus of smoothness of Ditzian-
Totik in terms of a K-function. The impor-
tance of this new method lies in the fact
that it enables us to obtain acceptable
estimates of the constants involved in
such a characterization.

Abstrait

Le travail actuel présente une nouvelle
méthode pour obtenir une caractérisation
du module de la qualité de douceur de
premier ordre de Ditzian - Totik, dans les
termes d'un K- fonctionnel. L'importance
de cette nouvelle méthode, est qu’elle
permet d’obtenir des estimations
acceptables des constantes liées a la
caractérisation.
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Introduccion

Desde principios de los anos 80 del siglo pasado, se hizo evidente la

necesidad de utilizar médulos de continuidad (suavidad) pesados para el

estudio de problemas de la mejor aproximacién de funciones continuas

mediante polinomios algebraicos. La misma necesidad aparece cuando tales

funciones continuas, se intentan aproximar mediante operadores lineales. Una

opcién de solucion a este problema, aparecié en un libro debido a Z. Ditzian

y V. Totik [1]. Alli se presentaron los que hoy, se denominan moédulos de

suavidad de Ditzian — Totik. Para una mejor comprension del lector,

presentamos la definicién del mddulo de suavidad de primer orden.

Sea C[0,1] el espacio de todas las funciones continuas en el intervalo [0,1],

con la norma del supremo. Durante todo el trabajo @ (x)= ./ x(l = x) Jpara
x e [0,1]. Ademas, para h € (0,1/ 2]consideraremos el conjunto

I(,h) = {xe[0]1]: x+ho(x)e[01]}.

de primer orden (de Ditzian - Totik) de f en ¢ como
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Definicién 1. Para f €C[0,1]y ¢ >0, se define el médulo de suavidad
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W (f,t) = sup,_,., Sup { ” A f(x) N o X E I((p,h)}
M
donde

Do () =F (4 0 - 15~ 29

Para obtener estimados de la velocidad de
convergencia de diferentes procesos de aproximacion,
hace falta caracterizar al médulo anterior mediante
ciertas funciones llamadas K - funcionales. Para ver
detalles de como realizar estos estimados remitimos al
lectora [1]. También puede consultarse la monografia
de R. A. DeVore y G. G. Lorentz [2]. Para explicar qué
se entiende por una caracterizaciéon de un médulo
necesitamos otra definicién.

Denotemos por W((p) al espacio de todas las
funciones g € C [0,1] absolutamente continuas tales
que (aqui se trata del supremo esencial)

; “ g ’ we) — SUP e, t o (x)g'(x) ‘ <.
Para f ¢ C[O,l] Yhe (0,1/2] , se define

K<p (f’h) =infgeW((o){J f"g ”"'h Hg} W (e) }
(2
Se dice que el médulo (1), esta caracterizado
mediante la funcional (2) o que estas funcionales son
equivalentes, si cada una de ellas puede ser acotada
superiormente por la otra multiplicada por alguna
constante positiva. La primera caracterizaciéon del
modulo (1) mediante (2), se dio en [1]. Para ser mas
especificos, alli se demostré6 que existen constantes
positivas C;, C,y [, tales que, cualquiera sea que la

funcion f e C [0,1] y te (0, Iy ], se cumple que

Cw* ([, <K, (f,1) < C, W“’(f,t)-(s)

Otra demostracion de este resultado, se puede ver
en [2]. Una de las limitaciones del resultado (3), es
que no se da ninguna informacion sobre las constantes.

El problema de estimar estas constantes ha sido
considerado por otros autores, ver por ejemplo [3].

En este trabajo estamos interesados en estimados
relacionados con los médulos de primer orden (en
estudios futuros extenderemos nuestras ideas a
modulos de suavidad de un orden mayor). En particular,
se demuestra el resultado siguiente:

Teorema 1.  Si f = C[O’l] vyhe (0,1/4], se
cumple que
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IR <K, () <

(s (2 2 )
3 2 /31

La demostracién del Teorema 1, se sigue de los
Teoremas 2y 4 que se presentaran mas abajo. Este tipo
de resultado, es importante en Teoria de Aproximacion
ya que, el conocer buenos estimados de las constantes
que aparecen en ciertas desigualdades es necesario
implementar su uso en

para algoritmos

computacionales.

Desarrollo
En esta seccion, se demuestra el resultado principal
de este trabajo. Como las demostraciones de varios de
los lemas que necesitamos son similares, algunas de
ellas se omitiran.

Teorema 2.

si fecloi]y he(01/2] se

cumple que

Ww® (f,h) < 2K, (f,h).

Demostracion. Fijemos g € W(@)y he(0,1/2].
Six € I(p,h), entonces

%x+h(p(x) '

Ag(®) = [ gwdu
| x—ho (x) |

x+ho(x)/2 l

f e f3,

Para x € I(,h), definamos

= ” g HW((p)

x+he(x)/2

G,(x) =

Veamos que G, (x) < 2k Como G, (x) =G, (1-x),

podemos suponer que X <1/2. Como @ es

céncava y, ademas,creciente en [0,1/2], para
ue [x -ho(x)/2,x+ h(p(x)/z], se cumple que

%whﬂ+%¢u—hw&n

<o(x-20() <o)
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u<l/2

si . Por otro lado, si

u>1/2

se tiene que

h h 1
o) <1-x——p(x) <~
x 2(P(x) x 2(P(JC) 5

De aqui que
wq(x e -gcp(x)) < q{l -X- -;(p(x))

=(p[x - gcp(x)] S(p(u)

x+ho(x)/2
du = 2h.

x—ho(x)/2

f

Pasando al estimado para , se tiene que

)2 S+ 2] ]y,

Como g es arbitraria, tomando infimo con respecto
a g se obtiene el resultado anunciado.®

Para simplificar la exposicion resumimos en la
proposicion siguiente algunas propiedades de la funcién @.

he(0,1/4]
Proposicion 1. Para se cumple que
h<o(h),
4)

hel o). oo 2

ﬁﬁﬁﬁﬁ 8§ (n) 16 (K
B2 763\ 4

€ [— h,h] xelo1]
Para y

.(5)

definiremos

Y, (1) = (1= 2h(h +9(x)))x + (h +u)(h +¢(x))

=x(h+u—2hx(h+o(x))
.(6)

una caracterizaciéon del primer médulo...

Proposicion 2. Si 4 e ((),1 / 4] , entonces existe
un (tnico) punto bh tal que:

M. W2<b, g1,

() 1-b, =ho(b,) y 1-h<b,—a, donde,
por definicién, @, =1-5,.

(iii) Para x [ah w0 ] se cumple que

ho(x) < min fx,1-x}< 2(p2(x),.

(iv) i x €[0,a, ), entonces Ap(x) > x.
(v) Para x e [0 1] se cumple que

0<y,(xu)<l.

Demostracién. Definamos el punto b, Para
xXie [0’1]denotemos

_9()
fo =22

Como

S 1
S @

la funcién f es estrictamente creciente en [(),1).

Como f(0) =0 y f tiende a infinito cuando x tiende
a 1, se concluye que existe un Gnico punto bh tal que

f(b,)=h"Esto es ho(b,)=1-b,

sigue que

. De aqui se

1-h <1-h(o(a,) +0(b,)) < b, —a;

Por otro lado, si denotamos

IC))
g(x) = =

entonces, para x € (0,1),

1
2x@(x)

gx)=- <0.

Argumentando como antes, se obtiene que existe
un dnico punto ¢, tal que h@(c,) =c,. Luego,

ch = ah.
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Como f (g) es creciente (decreciente) se tiene

que, para xe€(0,), Fx)< f(b)
(g(x)< gla,)) ysolosi x<b, (a, <x).
Luego x<b, (@, <x) si y s6lo si

ho(x) < (1-x) (ho(x) < Xx).

De las consideraciones anteriores, se sigue que, para
Xe€ [a,I 5Dy ]
ho(x) < minfx,1 - x}< 2x(1-x) = 292 (x).
Finalmente, para x [0,]], se tiene que
0<(A-2h(h+o(x)x <y, (x,u)
<(A-2hh+o(x))x+2h(h+0(x))<1l.m

Lema 1. Si

feCl0l]l he(0l/4]y

x € [0,1] entonces paray € [0, /2] se tiene que

)= fly,(x-u))< w"( f,%(l + %jh]

Demostracion. Consideremos varios casos. Si

denotamos y = x+ (h —u—2hx Xh+(x))/2,

entonces

x= y—%(h—u—2hxXh +o()
Y
V()= y 2 (== 20 +9()

Segun estas representaciones basta probar que

[h u— 2hx|(h+(p(x))<—[l+ijh(p(y)

\31
Nétese que
2 2

h
<x+ 5(1 —2x)h+9(x)) ()

Caso 1. Si xe[0,1/4], entonces

h—u—-2hx >0 Y x<y. Como
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§+ —hz—(p(x) <x(-h(h+o(x))+ g(h +9(x))

=x+ h(% -+ 2x)(h +o(x))<y

< x(1 - h(h+o(x))+ ﬁ(h +0(x))

1
- ——(h +o(x)) + (h +o(x))=—
2 “

se sigue de (5) que

(h—u-2hx)(h+(x)) < h(l +—%}o(y) ,

Caso 2. Supéngase que xe(1/4,1/2] si
0< h—u—2hx,entonces como en el Caso 1

NI»—-

<y<
Como
h<o(h) <e(x) <),
se concluye que
(h—u = 2hx)(h + @ (x))< b - 2x R0 () < ho(y).
Sip —u —2hx < (), entonces

1(h 1
>y ——==2 >=—.
x>y>x+2(2 hx)(h~l~(p(x))>4
De aqui que
@hx+u—h)h+o(x))< h(lx o %](h +¢(x))
h 3
S-(h+o(x)<-ho(y),
= 2
pues 1/4<y<1/2 y 1-x<2(1-y).

Caso 3. Supdéngase que x € [l 12,3/ 4], como
h—2hx =h((1-2x) <0 < u, entonces

0< (2hx +u—h)(h+¢(x))

< h(Zx - %)(h +@(x)) <2ho(y) -

pues
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x.>.y2x+%(l—2x)(h +(x))

= x(—h(h+o(x)))+ g(h +0(x))

h
> -+ @)+ (h o) 5.

Caso 4. Supongase que x € [3 / 4,1] Como en el

Caso 3 se tiene que 1/2 < y < x. Luego
0 < (2hx +u—h)(h+o(x))

sh(zx_;)%@(h_gw(x)j

3 8

pues

y<x(1-h(h+o(x))+

hh+o() | K
iRy

2

Lema 2.5i f € C[0,1],h€(0,1/4] yx € [0,1],
entonces para y € [0, h/2]se tiene que

ol £3[1: 8 )
)= f () <w (f’2(1+ﬁ]hj

Lema 3. i £ € C[0,]} he(0,1/4] yxe[0,1]

entonces para y € [0, h/ 2] se tiene que

Lema 4. Si

f(wh(x,g)j-f@lh(xru))

<w? (f.3h)

fecpi], ne@1/4), uefo,n/2] v

x €[0,1], entonces

| Gy, (k! 2))- fy,(xu) | < wP(f,3h).

Lema 5. 5i f e C[0,1] 2 e(0,1/4]y xe[o,1]

entonces

| fQ,(x,h12))- [y (- 12))

. Lol
<w (f’(“-«/-l_S

una caracterizacién del primer

d

modaulo..

ok

Para feCl[0]] yhe (0,1/2] , se define una
funcién del tipo de las medias de Steklov mediante la
férmula,

fh(x)=—}1; [ f@@upaun xepile

Nétese que la funcion esta bien definida. En efecto,
segun (v) en la Proposicion 2, ) <y X (x,u) <1

Proposicion 3.5i f € C[0,1]. h e (0,1/4] v f,

esta definida por (8), entonces

17-1] sW[f,%(H—%)h]

h sup {‘(‘P(x)f;:(x)l ‘X € (ah’bh )}
< 4w*(f,3h).
Demostracién.  Se sigue del Lema 1 y el Lema

que
hi2

-1 [ w10 e

~hl/2

= % [ £ ) - £ew,Gow)| du

+ %J‘ohlz lf(x) - f(‘l’h(x,—u))|du

-4 w“’{f,%(ﬂ\/—i_ﬂhj.

Por otro lado
d
—\, (x,u
dx\l’ A (x,u)

=1-2h(h+@(x)) + (h+u—2xh)p'(x)
= L(x9 h) +up '(X),

<

_(1-20p()

0'(x) )

donde

L(x,h) = 1-2h(h +¢(x)) + h(1 - 2x)0"(x)
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Se tiene que

hfy (x)
_ Lx,h) (f@, (e, h/2))- £y, (x~h/2))

h+ o(x)
h 9'(x) _
2 TO (142 S h12)

‘| (p'(x) Ihlz

h+(p( ) K2 f@’h(x’u))du.

De aqui se sigue que
ho(x) f(x)|
2 IL(x,h)
h+6(x)

(pz(x)‘l—-le lﬁ h
A-nhre@z’ ¥1®)

h h
‘f i) -, (x,—i))‘

h h h/2
o f o= [ fo,u))d-{-

2 2 hi2
El primer término de la ecuacion anterior se estima
utilizando el Lema 5. Como } Lz, h)‘ < 3 (ver (iii) en

la Proposicion 2), tenemos que

(P(;CﬂL((JC)}Z)‘lf@( h/2)) f@/ (x h/Z))\

<3wP(f,3h).

Para estimar el segundo término, nétese que

y1 —2x\

G hr2)
v f@/h(x,—h/Z))— [0 FaGewu

_ 2w ( ﬁj ( _ﬁ)
otk V&P Vi)

~ [ Go)= Sy, Com0)
<[ I~ )

g ’f@’h(xrh/Z))— f@l,,(x,u))‘ }du )
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Luego, con la ayuda de los Lemas 3 y 4 obtenemos

h(x) £ (x)| < 4w (f,3h) =

Para } 5(0,1/2] fijo, le asociamos a cada
fe clo1] 1afuncion F,(f)e W (p) definida

como xe [a,ah ], entonces

F.(f,x)=f(a,),si xe (ah,bh), entonces
R0 = /i) + - —(f(@) @)

sigue:  si

x—ah

(f (b))~ 1u(By)),

b, —a,
y,six e [bh,l], entonces F, (f,x) = f(b,)-

Teorema 3. Si & (0,1/4] f e C[0,1]y F, (f).

y esta definida como mas arriba, entonces

| F-FD], <2 W“’[f,%(n%l—jhj
y R E (D) o)

o)l )

Demostracion. Para x € [()’ a, ] se tiene que

f®) - F, )| = |f ()~ fila)

a,tx a-x) fa,tx a,—x
oAt o)

s6lo necesitamos demostrar que

Luego,
a,—x< <ho((a, +x)/2). Pero se sigue de (iv)
en la Proposicion 2 que, para x € [0, a, ],

h
a, ~x < ho(a, ~h) =270(;)

< 2h(l (@, )+ i (p(x)) < 2h(p(ah2+x}

Un resultado similar se tiene para x € [bh ,1].

Si xe [a 2sDn ]se sigue de la Proposicion 3 que
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[f ()= F,(f,x)

=puy¢xn—:[31fmu—ﬂwn)
S UCARIACY)
Gy

b—x x—a 3 8
<|1+2—+ E WP f,=(+—=)h
( b, —a, bh—a,,] [f 2 Jﬁ))

o5 3f1v )

Los argumentos anteriores prueban la primera
afirmacion.

Como F) () es constante en los intervalos [(), a, ]

y [bh ,1], para verificar la segunda afirmacién debemos

estimar a h(p(x)Fh'(x) sOlo para x (ah N7 ) Pero,
en tal caso se sigue de la Proposicion 3 y de (ii) en la
Proposicion 2 que

| ho(X)F;(f,%)]
a2l ol r3 (e )
writeplr 3l gb)
(gl

s(4+%]w¢(f,%(l+—%jh]..

he(©1/4]y fecoi]

IA

IA

Teorema 4. Si

entonces

Dlorcr S i
Kq,(f,h)s(6+§)w (f’2(1+ﬁ)h)'

Demostracion. El resultado se sigue de la definicion
de K o ¥ del tltimo Teorema. m

una caracterizacion del primer médulo...

Conclusiones

En este trabajo, se han presentado estimados para
las constantes involucradas en la caracterizacion del
primer médulo de suavidad de Ditzian - Totik. Las
constantes son aceptables desde el punto de vista de
sus posibles aplicaciones en calculos numéricos. En un
futuro continuaremos buscando nuevas técnicas que
permitan mejorar las constantes obtenidas. Ademas
trataremos de utilizar las ideas aqui presentadas para
encontrar estimados de las constantes relacionadas con
moédulos de suavidad de orden superior. Finalmente
creemos que nuestras ideas se pueden utilizar para
estudiar modulos definidos con otros tipos de pesos.
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