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Abstract: The propose of the current study is to provide qualitative and quanti-
tative analysis of an SEIRS (Susceptible-Exposed-Infected-Recovered-Susceptible)
model for vaccination and educational campaign aimed at providing the impact
of these control measures on the spread of an infectious disease. An SEIRS model
for the transmission of an infectious disease that spreads in a varying single, total
population size through direct contact is studied. Local and global stability of the
free-disease and the endemic equilibriums are analysed. Also, an optimal control
problem is formulated and analysed based on an SEIRS model considering vac-
cination and educational campaign strategies for disease control. We analyse our
results numerically to compare three important control policies, viz: educational
campaign, vaccination, and a combination of these two control strategies. The nu-
meric results suggest that an adequate implementation of these strategies during
the outbreak of an epidemic could significantly mitigate the propagation of the
disease.

Keywords: SEIRS model, optimal control, stability, vaccination, educational cam-
paign.

Resumen: El proposito del presente estudio consiste en proporcionar un analisis
cualitativo y cuantitativo de un modelo SEIRS (Susceptible-Expuesto-Infectado-
Recuperado-Susceptible) para la vacuna y la campafa educativa destinada a pro-
porcionar el impacto de estas medidas de control en la propagacién de una enferme-
dad infecciosa. Se estudia un modelo SEIRS para la transmisién de una enfermedad
infecciosa que se propaga en una sola variable, el tamafno de la poblacién total se

Ikernel@ciencias.unam.mx. Instituto de Matematicas, Universidad Auténoma de México

?tesla.diaz2@gmail.com. Departamento de Mateméaticas. Facultad de Ciencias Exactas y Nat., Uni-
versidad de Narifio

3danielascun1993@gmail.com. Departamento de Matematicas. Facultad de Ciencias Exactas y Nat.,
Universidad de Narifio

4edbargun@udenar.edu.co. Departamento de Matematicas. Facultad de Ciencias Exactas y Nat.,
Universidad de Narifio



4 Control 6ptimo de un modelo epidemiolégico tipo SEIRS

estudia a través del contacto directo. Se analiza la estabilidad local y global del
punto libre de infeccién y el punto de equilibrio endémico. Ademads, se formula
y analiza un problema de control 6ptimo basado en un modelo SEIRS donde se
consideran las estrategias de vacunacion y campainas educativas para el control de
enfermedades. Se analiza numéricamente los resultados para comparar tres politicas
de control importantes, a saber: campafia educativa, vacuna y una combinaciéon de
estas dos estrategias de control. Los resultados numéricos sugieren que una imple-
mentacién adecuada de estas estrategias durante el brote de una epidemia podria
mitigar significativamente la propagacion de la enfermedad.

Palabras clave: Modelo SEIRS, control 6ptimo, estabilidad, vacuna, campafia edu-
cativa.

1.1. Introduccién

Se han propuesto diferentes modelos matematicos para predecir y controlar la propagacion
de enfermedades, ya que el surgimiento y la reaparicién de enfermedades infecciosas representan
una amenaza importante para la salud publica y pueden causar grandes pérdidas econémicas
y sociales. La vacuna es la principal medida de control para reducir la propagacién de muchas
enfermedades infecciosas [12]. Algunas epidemias recientes de HIN1, Ebola, MERS-CoV han
necesitado intervenciones gubernamentales sélidas para una erradicacién rapida [4]. En base
a epidemias pasadas, los cientificos han conjeturado que otra pandemia de influenza podria
atacar en cualquier momento. Por lo tanto, se ha realizado un gran esfuerzo en estudiar el
impacto de las medidas de control para erradicar el brote de una epidemia, y estar preparados
para responder de inmediato ante una posible crisis de pandemia de influenza [13]. Los modelos
matematicos incluyen modelos epidémicos compartimentales, que son sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales deterministicos o estocésticos [5]. Para algunas enfermeda-
des como la influenza, la fiebre tifoidea, el antrax, la difteria, el tétano, el cdlera, la hepatitis
B, la tosferina y la neumonia, el proceso de transmisiéon entre individuos se produce debido a
una inoculacién inicial de una pequena cantidad de unidades patogenas. Luego, el patégeno se
reproduce rapidamente dentro del huésped durante un periodo de tiempo, llamado tiempo de
incubacién. Durante este periodo, la afluencia de patégenos es suficientemente baja para activar
la transmisién a otras bacterias susceptibles [11]. Muchos modelos matematicos suponen que la
incubacién de la enfermedad es inexistente, es decir, una vez el individuo esté infectado se vuel-
ve infeccioso instantaneamente. Un modelo compartimental basado en estos supuestos se llama
SIR o SIRS [32], dependiendo de si la inmunidad adquirida es permanente o temporal. Para
infecciones virales como la rubéola y el sarampién, el individuo infectado adquiere inmunidad
permanente. Sin embargo, muchas enfermedades, como la influenza, la fiebre tifoidea, el dntrax,
la difteria, el tétano, el célera, la hepatitis B, la tosferina y la neumonia, tienen un periodo de
tiempo de incubacién (latente) antes de que los huéspedes se vuelvan infecciosos y el individuo
solo adquiera inmunidad temporal [2]. Ademads, las enfermedades con un perfodo inmunolégico
prolongado incluyen la poliomielitis, la varicela, la tosferina, la viruela y el dengue. Con el fin
de tener en cuenta este periodo de incubacién de la enfermedad, se agrega otro compartimento,
llamado la clase expuesta F (también, menos comtinmente llamado la clase incubada), a mode-
los tipo SIR y SIRS. Entonces, un individuo susceptible que acaba de infectarse, primero pasa
por la clase expuesta durante un periodo de incubacién de la enfermedad, después de eso, el
individuo expuesto se vuelve infeccioso. Los modelos resultantes son de tipo SEIR o SEIRS. Se
sefiala que existe maés literatura sobre los modelos SIR y SEIR que los modelos SIRS y SEIRS,
es decir, aquellos en los que no se asume inmunidad permanente. Se sugiere al lector leer los
articulos [10, 31, 33] para referencias sobre los modelos SEIRS y [1, 11, 14, 15, 21, 23] para refe-
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rencias sobre modelos SEIR. Extensiones o variantes del modelo estdndar SEIR para describir
una pandemia de influenza que incorpora un compartimiento asintomético A son presentados en
[12, 13], lamados SEIAR o SLIAR (Susceptible-Latente-Infectado-Asintomético-Recuperado).
Ademés en [5] se presentan modelos estocésticos tipo SEIR y SEIRS.

El resto de este articulo estd organizado de la siguiente manera. La Seccién 1.2, describe
la formulacién matemética del modelo tipo SEIRS. En las Secciones 1.3 y 1.4, se analiza la
estabilidad local y global del equilibrio libre de infeccién y el equilibrio endémico, respectiva-
mente. En la Secciéon 1.5, se formula un problema de control é6ptimo basado en la vacunacién y
la prevencién como estrategias de control de una epidemia. La discusién y las conclusiones se
presentan en la ultima seccién.

1.2. Formulacion del modelo

La vacuna efectiva, la detecciéon temprana, el tratamiento adecuado, el aislamiento, la cua-
rentena y la campafia educativa son algunas estrategias de control para disminuir las enferme-
dades infecciosas. Con el objetivo de estudiar el efecto de la vacuna y la campafia educativa en
la propagacién de una enfermedad infecciosa, formulamos y analizamos un problema de control
6ptimo con ecuaciones de estado regidas por un modelo de tipo SEIRS (suponiendo que la tasa
de natalidad es constante). Aqui se supone que la enfermedad se transmite horizontalmente,
es decir, se ignora la transmision vertical. La transmisién horizontal puede ocurrir ya sea por
contacto directo, por ejemplo, tocando, lamiendo, mordiendo, o por contacto indirecto (sin con-
tacto fisico), por ejemplo, vectores o fémites. La poblacién total N(t) se divide en subclases
de individuos que son susceptibles S(t), expuestos E(t) (infectados pero atin no infecciosos),
infectados I(t) y recuperados R(t). La poblacién total N(¢) tiene una distribucién espacial
homogénea y se supone que varia con el tiempo, ya que se supone que las tasas de natalidad
y mortalidad natural son diferentes. Se supone que todos los recién nacidos son susceptibles.
Al inicio los individuos son susceptibles, luego se exponen, después se infectan y por tltimo
pasan a ser recuperados con la posibilidad de volver a ser susceptibles con la tasa de pérdida
de inmunidad igual a . El flujo de transmisién de la enfermedad se representa en la Figura 1.1.
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Figura 1.1: Diagrama de transferencia para un modelo SEIRS.

Las constantes p y x denotan la tasa de natalidad y muerte natural, incluida la inmigra-
cién y la emigracion, respectivamente. También p es la tasa de reclutamiento de la poblacién
susceptible. Se ignora la tasa de mortalidad causada por la enfermedad. Los pardmetros no
negativos 8, a,y y ¢ indican la tasas de transferencia entre los compartimientos S, E, I, R. El
pardmetro [ es la tasa efectiva de contacto per cépita de individuos infecciosos, o es la tasa
de transmisién de individuos expuestos a infectados, v es la tasa de recuperacién de individuos
infecciosos y 6 es la tasa de pérdida de inmunidad, asf, a=',y~! y §7! representan el perfodo
medio latente, el periodo infeccioso y el periodo inmune (pérdida media de inmunidad), respec-
tivamente. La tasa de incidencia de mezcla proporcional se supone estandar, también llamada
incidencia verdadera de accién de masas, es decir, igual a 8SI/N, y la proporcién de contactos
entre susceptibles e infectados se asume aleatoriamente e igual a I/N. Cuando v = 0, el periodo
medio de infeccién va al infinito, lo que implica que no hay recuperacién de la enfermedad, luego
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el modelo SEIRS se reduce a un modelo SEIS, tal es el caso del VIH. En el caso especial
cuando 0 = 0, la inmunidad es permanente y no hay retorno de la clase R a la clase S (entonces
la poblacién recuperada adquiere inmunidad permanente), el modelo resultante se reduce a un
modelo SETR. Cuando a = oo, significa que el periodo latente promedio é — 0, es decir, el
modelo SETRS se convierte en un modelo STRS [23].

Bajo estas definiciones, suposiciones y la Figura 1.1, formulamos el modelo tipo SEIRS

ds 1

@:,BSL*QEan

dt N 121
dl (1.2.1)
E:aEf'yIf/d

dR

— =~ — —J0R.

i ¥ kR —0R

La poblacién total N (t) estd determinada por N(t) = S(¢t)+E(t)+1(t)+R(t), es decir, sumando
las ecuaciones de (1.2.1), se tiene,

dN
P (u— K)N. (1.2.2)

Sean s = S/N,e = E/N,i = I/N y r = R/N las fracciones de las clases S, E,I y R de las
poblacién, respectivamente. Se puede verificar que s, e, 7 y r satisfacen el sistema de ecuaciones
diferenciales,

s = — ps — Bsi+ or,

/ .

e =[pst— (a+ pe,

et (123
i =ae—(y+p)i,
T/ = ’W’ - (I’L + 6)7",

bajo la condicién s+e+i+1r = 1. Hay que tener en cuenta que el tamafio de la poblacién total
N (t) no aparece en (1.2.3); esto es un resultado directo de la homogeneidad del sistema (1.2.1).
También, considerando r = 1 — s — e — i del primer sistema de ecuaciones (1.2.3), podemos
estudiar el sistema reducido.

s =p—ps—Bsi+o(l—s—e—i),

e = Bsi— (a+ pe, (1.2.4)

i = ae— (v + p)i.

El conjunto de interés bioldgico de (1.2.4) es
Q={(s,e,i) R} :0< s+e+i<1}, (1.2.5)

donde R? denota el octante positivo de R? incluyendo sus caras de dimensiones inferiores. El
siguiente lema establece que el sistema estd bien definido en el sentido que las soluciones con
condiciones iniciales en {2 permanecen en €2 para todo t > 0.

Lema 1.2.1 El conjunto Q2 definido por (1.2.5) es positivamente invariante con respecto a

(1.2.4).

Demostracién. Sumando las tres ecuaciones de (1.2.4) obtenemos

(s+e+i) = p+6—(u+8)(s+e+i)—ri
< p+d—(p+o)(s+e+i). (1.2.6)
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La solucién de la inecuacién (1.2.6) estd dada por
s(t) + e(t) +i(t) <1+ [—1 4 s(0) + e(0) +i(0)]e” *F*,

donde las condiciones iniciales satisfacen s(0) + e(0) +4(0) < 1 por lo tanto s(t) + e(t) +i(t) <
1, para todo t > 0. Ademds, el limite de  denotado por OS2 estd dado por 92 = 9 +
00y + 003 + 004, donde 9Q;,1 = 1,2,3,4 son las caras dimensionales inferiores del octante
R?jr, e.g, 01 = {(e,z’) S Ri 0<e+i1<1,5= 0}. Los vectores normales unitarios a estos
limites 9Q;,i = 1,... ,4 son v; = (—1,0,0), v2 = (0,—1,0), v3 = (0,0, —1), va = =(1,1,1),

V3
respectivamente en el limite 9Q1, tenemos v1 - (s',¢',i') = —5'|s=0 = —p — §(1 — (e + 1)) < 0,
en el limite 92, tenemos vo - (s',€’,i') = —€|e=0 = —Bsi < 0, en el limite 93, tenemos
vs-(s',€e',i') = —i'|i=0 = —ae < 0, en el limite 94, tenemos v4 - (s',¢’,7') = %(s’ +e +1i) =

%(u — ) = 0. Dado que el campo vectorial definido por (1.2.4) evaluado en 92 apunta hacia
el interior de la regién €, todas las trayectorias que comienzan en la regién €2, permanecen en
Qparat>0. =

Definamos el niimero reproductivo bésico, Ro, como el nimero esperado de casos secundarios
producidos, en una poblacién completamente susceptible, por un individuo infeccioso durante
todo su periodo de infeccién, descrito mateméticamente por,

B
(at+p)(v+p)
el cual es el producto del coeficiente de transmision (3, la probabilidad de que la fraccién

infectada se vuelva infecciosa, /(o + ), y el periodo promedio de infeccion 1/(y + ).
Para encontrar los puntos de equilibrio (1.2.4), igualamos las ecuaciones (1.2.4) a cero

Ro = (1.2.7)

w—ps—PBst+6(l—s—e—1i)=0,
Bsi — (a4 p)e =0, (1.2.8)
ae — (y+ p)i = 0.
y resolvemos para (s,e,i). El punto libre de infeccién Py = (1,0,0) siempre existe. Para en-

contrar el punto endémico Py, donde i, # 0, necesitamos encontrar una solucién no trivial del
sistema (1.2.8). Existe una solucion no trivial de (1.2.8) si y sélo si la ecuacién

. 1
1:k1’L+R70

tiene una solucién positiva i = i, € (0,1), con

(W@t p) Faly+6+p)
ky = PG . (1.2.9)

Note que k1 es mayor que uno. Sea F(i) = k1t + 7%07 entonces F(ﬁ) >1y F(0) = lln(l) F(i) =
i—

7%0' Por lo tanto, por el teorema del valor medio para funciones continuas, existe un equilibrio
endémico Py, i« < 1/k1 cuando Ro > 1. Una condicién suficiente y necesaria para la unicidad
del punto endémico es que F sea creciente, i.e., F'(i) = k1 > 1 > 0, por lo tanto la solucién de
(1.2.8) es unica y es explicitamente dada por

) I

el cual fue calculado usando el Software Wolfram Mathematica 11,2 con licencia 3655-9095. El
brote epidémico se producira si el nimero reproductivo basico Ry es mayor que 1, ademas la
enfermedad quedard establecida en la poblacion, es decir, las fracciones de la poblacion infectada
y latente persistiran arriba de un cierto nivel positivo para un tiempo suficientemente grande,
en otras palabras, la epidemia llegard a un estado endémico, que serd un punto de equilibrio
estable como se verd en la Seccién 1.4.
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1.3. Analisis de estabilidad del equilibrio libre de
infeccién P,
En esta seccion, probamos la estabilidad local y global del punto de equilibrio libre de
infeccién, Po.

Teorema 1.3.1 Si Ry < 1, entonces el punto de equilibrio libre de infeccion Py de (1.2.4) es
globalmente asintoticamente estable en la region §); es inestable si Ro > 1. En este iltimo caso,
las soluciones (1.2.4) que comienzan suficientemente cerca de Py en ) se alejan de Py, excepto
aquellas que comienzan sobre el s-eje invariante se aproximan a Py a lo largo de este eje.

Demostracién. La matriz jacobiana de (1.2.4) en un punto P = (s,e,i) € Q es

—p—pi—0 —0 —Bs—4§
J(P) = ( Bi —(a+ p) Bs ) . (1.3.1)
0 o —(v+n)
La matriz Jacobiana (1.3.1) evaluada en el punto de equilibrio libre de infeccién P, estd dada
por
—u— =5 B4
J(Po>—( 0 —(a+p B )
0 o —(v+n
donde sus valores propios son A\ = —(u+9) y

Ao,z = % (—(a—l—’y—i—?,u) + v/ (a+7+2u)2 —4(a+ p)(y+ p)(1 —Ro)> .
Si Ro < 1, entonces Re(A2) y Re(A3) son negativos, y si Ro > 1, entonces Re(A3) > 0, asi,
si Rp < 1, entonces Py es local asintéticamente estable; este es inestable si Ry > 1. Cuando
Ro = 1, entonces e, = 0,4, = 0, asi los dos puntos de equilibrios Py y P. coinciden, ademas,
los dos valores propios A2,3 = 0, en este caso, Py no es un equilibrio hiperbdlico, y el método de
linealizaciéon no produciré directamente un resultado de estabilidad no lineal de Py. Respecto
a la estabilidad global de Py, incluyendo el caso Ro = 1, podemos construir la funcién de
Lyapunov V = ae+ (a+p)i [19]. Esta funcién estd definida positivamente, V es continuo junto
con sus primeras derivadas parciales en una regién abierta de €2 sobre el punto Py y V(Fy) = 0.
Ademds,

V = a(Bsi — (a+ p)e) + (a + p)(ae — (v + p)i) = afsi — (a+ p)(y + p)i

= (a+p) (v + p)(Ro — 1)i.

Observe que V < 0 cuando Ro < 1,y V = 0si y s6lo si i =0 o Ro = 1. Asi, el conjunto
limite de cada solucién en el conjunto invariante mas grande es Py, ahora, por el principio de
invarianza de LaSalle, esto significa que Py es globalmente asintéticamente estable. Ahora, si
Ro > 1, entonces V > 0 para s suficientemente cerca a 1 excepto cuando i = 0. Las soluciones
que comienzan lo suficientemente cerca de Py dejan una vecindad de Py excepto aquellos en el
eje invariante de s, cuando (1.2.4) se reduce a 8’ = pp— pus+5(1 —s) = (u+98) — (u+9)s y asi
s(t) = 1 como t — co. W

El Teorema (1.3.1) determina la dindmica global de (1.2.4) en Q para el caso Ro < 1. Su
implicacién epidemioldgica es que la fracciéon de poblacién infectada, es decir, la fracciéon de
poblacién latente e y la fracciéon de poblacién infectada i, desaparecen a medida que el tiempo
transcurre, de tal manera que la enfermedad desaparece cuando Ry < 1.
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1.4. Analisis de estabilidad del equilibrio endémico P,

En esta seccién, en primer lugar probamos la estabilidad local del equilibrio endémico
(EE) P. usando dos enfoques. El primer enfoque utiliza las condiciones de Routh-Hurwitz, y
el segundo enfoque utiliza el criterio de estabilidad de matrices presentado en [20]. Después,
presentamos la nociéon de persistencia uniforme y recapitulamos los resultados de estabilidad
global de la EE P, presentado principalmente en [7, 22]. Finalmente, damos una prueba de la
estabilidad global de la EE del sistema (1.2.4) cuando la tasa de pérdida de inmunidad es cero
utilizando una funcién Lyapunov.

La demostracién de la estabilidad local y asintética del punto de equilibrio endémico P =
(8«, €x,1+); dada en (1.2.10), es equivalente a mostrar que J(P.) es estable. La matriz J(P) es
estable, es decir, todos sus valores propios tienen partes reales negativas. La estabilidad local
de J(Py) se prueba usando las condiciones de Routh-Hurwitz. El polinomio caracteristico de la
matriz jacobiana (1.3.1) en P es:

P(N) = A+ a22? + a1\ + ao, (1.4.1)
donde

az = a+ Bi. + v+ 6+ 3u,
ar = (p+0)2u+v+a)+ 2u+ v+ a+8)Bix+ (a+ p)(y + p) — afs.,
ao = (p+0) [(a+ p) (v + 1) — afs.] + (v 4 ) (o + p + 6)Bis + adBi..
Usando el criterio de Routh-Hurwitz, hay que probar que a2z > 0,a1a2 —ao > 0y ap > 0 cuando
Ro > 1. Es claro que sy, e«, i son positivos siempre que el equilibrio endémico exista, por lo
que es inmediato que a2 > 0y por el hecho que afs. — (a+ u)(v+ 1) = 0 se tiene la positividad
de ap. El término a1as — ap es
(Bix)*(a+ 5+ 0+ ) + (a+7+20) ((a+7+20) (7 + 0 +2u))
+ B (a2 + 92+ 6% 4+ 8u% + 6y + 60 + 20(y + 0 + 3p) — aﬂs*) ,

sustituyendo afs. en el segundo renglén de la expresién anterior, ajaz — ao se reduce a

(Bi)* (a7 46+ p) + (47 +2u) (a7 + 2) (v + 6 + 2))
+ Bix (a2+72+52+7p2+5'yp+65u+a7+2a6+5au) >0,

el siguiente teorema resume la estabilidad local de Pi.

Teorema 1.4.1 Sea Ro > 1. El punto de equilibrio endémico Py es localmente asintdticamente
estable en Q.

Para probar la estabilidad local de P,, una alternativa de las condiciones del criterio de Routh-
Hurwitz, es el siguiente criterio para la estabilidad de matrices [20] (ver el Apéndice A para
més detalles). El siguente lema se puede consultar en [24].

Lema 1.4.2 Sea A una matriz de m X n con elementos reales. Para que A sea estable, es
necesario y suficiente que
1. la segunda matriz compuesta A seq estable

2. (—1)™det(A) > 0.
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En el resto de esta seccién mostraremos que J(P;) satisface la condicién (1) y (2) del Lema
1.4.2. La segunda compuesta de la matriz J© de la matriz jacobiana J(P) en el punto endémico
P, toma la forma

) —p— Bix — 06— (a+p) Bs. Bswx + 0
JE(P)= a —p = Bie — 6= (y+p) =6 (1.4.2)
0 Bix —(a+p) = (v+np)

Se denota la matriz diagonal Q = diag(ix, e, 5.), la matriz J1? (P.) es similar a QJ(P.)Q ™!,
donde

—a — Bi.—6—2pu Bexte Bin + 2=
QI (P)Q ™= e —Bix =y — 8 —2p —fee (1.4.3)
0 Boate —a—y—2u

La matriz J! (P) es estable si y solo si QJA (P.)Q ™" es estable, ya que la similitud conserva los
valores propios. Dado que los elementos de la diagonal de la matriz Q.J! (P.)Q ™" son negativos,
un razonamiento usando los discos de Gersgorin demuestra que es estable si es diagonalmente
dominante en filas [30]. Sea el conjunto o = méx(g1,g2,93), donde gi,k = 1,2,3 son las filas

de QJPI(P,)Q ™!, es decir,

gp=—a—0—2u +B5*Z*+?*,
aex (56*

g2 = — Bl —y—0—2u— (1.4.4)
Swlx

ggzﬁT—a—'y—Z,u,

De las dos ultimas ecuaciones de (1.2.8), las coordenadas del punto de equilibrio endémico Pk
satisfacen

ﬁs*l* :Oé‘i’/L,
€Ex
Qe
o =7+ i (1.4.5)
Ol 1
=0—(Ro—1).
. k1< 0o—1)

Sustituyendo (1.4.5) en (1.4.4) obtenemos

o =mix{—p — 5+5k—1(720 —1),—p— (aJr,qué)i—*,f'yfu}.
Si Ry satisface 1 < Ro < 1+ (5 + 1)k entonces o < 0, lo que implica predominio diagonal de
QJBE(P.)Q ™. Por lo tanto, hemos demostrado el Teorema 1.3.1 utilizando una alternativa de
los criterios de condiciones de Routh-Hurwitz con la condicién de que el nimero reproductivo
basico Ro satisfaga 1 < Ro < 1+ (§ + 1)k:1.

En el resto de esta seccién, mostramos que la enfermedad persiste cuando Ro > 1. A
continuacién se describe la dindmica global de (1.2.4) en Q, el interior de €, demostrado en
[22]. La endemicidad de una enfermedad se analiza a través de la nocién de persistencia uniforme
[19, 22]. El sistema (1.2.4) es uniformemente persistente, si existe una constante 0 < € < 1,
llamado constante uniforme de persistencia, tal que, cualquier solucién (s(t), e(t),(t)) de (1.2.4)
con (5(0),e(0),i(0)) €  satisface

liminf s(t) > e, liminfe(t) > e, liminfi(t) > e.

t—o0 t—o0 t—o0



1.4. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO ENDEMICO P, 11

Es decir, la propagacién de una enfermedad infecciosa conduce a su persistencia dentro de la
poblacién huésped, la enfermedad es endémica si (1.2.4) es uniformemente persistente. En este
caso, tanto las fracciones de expuestos como infectados persisten por encima de cierto nivel
positivo. Recordar la Proposicién 2.2 de [22].

Proposicién 1.4.3 Bajo la suposicion de que g(i) = i € C',i > 0, el sistema (1.2.4) es
uniformemente persistente si y sélo si Ro > 1.

Sea 1o la variable definida en [22], 70 = min,c(c 1] (), entonces para g(i) = i, 7o = €. Recordar
el principal resultado de [22] (Corolario 2.4).

Teorema 1.4.4 Sea g(i) = i € C',i > 0, y Ro > 1. Supongamos que se cumple una de las
siguientes condiciones (1.4.6).

¥9 < e(Be+ v+ p)(Be+d+ n), (1.4.6a)
0>a—7y— [ (1.4.6Db)

Entonces P. es globalmente asintéticamente estable en Q.

La condicién (1.4.6a) se mantiene cuando 6 = 0 y por lo tanto también se mantiene cuando
0 < 6 < 01 para algin 61 positivo. Ademas note que § y v pueden ser intercambiados, por lo
tanto (1.4.6a) satisface para todo ¢ si 0 < < 7, para algin positivo v, la relacién (1.4.6b) se
mantiene ¢ suficientemente grande, y para todo § > 0 si a < v + p. Més tarde, Teorema 6 [7],
elimina las restricciones de la tasa de pérdida de inmunidad (1.4.6) bajo la suposicién a < +:

1
Teorema 1.4.5 Sea a < v, Ro > 1, y F(i) = ki + e creciente (k1 definido en (1.2.9)),

0
ki > 0, de hecho ki > 1 (ver (1.2.9)). Entonces el equilibrio endémico P, es globalmente
asintoticamente estable.

Senialamos que una prueba de estabilidad global para un modelo SEIRS méas general como
se presenta aqui, considerando una tasa de muerte inducida por enfermedad se presenta en
[26], eliminando la condicién o < 7. Ademads, se presenta en [25] un criterio general para la
estabilidad global asintética P. para un modelo SEIRS con una tasa de incidencia dada por
B8S9g(I), aqui ¢ € Z, donde la fuerza de infeccién g(I) satisface g € C*(0,1], g(0) = 0, g(I) > 0
para todo (0,1] ysic = ]l_i)%l+ @ < 4o0; cuando ¢ € (0, +00), g(I) < cl, para [ suficientemente

pequeno, en esta prueba tampoco se supone a < 7.

Note que en caso de § = 0 en el sistema (1.2.4), la estabilidad local del equilibrio endémico
de P, estd demostrado en [19], y para demostrar su estabilidad global, la siguiente funcién
de Lyapunov es usada en [15, 19, 27]; en el resto de esta seccién, presentamos la prueba por

completitud:
3

V= ch(wk — Wik — Wak lOg
k=1

Why, (1.4.7)

Wik

donde w1 = S, Wx1 = S4, W2 = €,Wx2 = €4, W3 = 4, Ws3 = ix y c1 = L,c0 = 1,3 = C“TJ”‘ Por lo
tanto, calculando la derivada de V' con respecto al tiempo y usando las relaciones (1.2.8)

. » * + i Y
V:(1,%)5’+(1,%)e’+aa“(1,%)2’,

:u—us—ﬂsi—k—u%—|—us*+ﬁs*i+,6’si— (a—‘,—u)e—,@si%—&—(a—ku)e*
+ (@ + p)e = Bsui — (o + p)e + Boi,

:us*(2—i—8§)+5s*i*(3—?—f_7
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a = ps«, b = Bsyiv, T+ = i y y = < entonces a,b,z,y > 0 € Ri. Dado que la media

eiy )
aritmética es mayor o igual que la media geométrica, las funciones

2f:vfl, 371717‘763,/
T Ty

son no positivas, para todo z,y > 0, y por lo tanto a,b > 0 asegura que V < 0. La ecuacién
V = 0 se mantiene solo cuando z = y = 1, asi, V < 0 para Ro > 1. Esto implica que V
es negativo con respecto a P.. Por lo tanto, V' es una funcién Lyapunov en €2, y se deduce
a partir del principio de invarianza de LaSalle [16, 17], que toda solucién de las ecuaciones
del sistema (1.2.4) aborda los equilibrios unicos asociados P, cuando ¢ — oo para Ro > 1,
esto demuestra la estabilidad global P. cuando § = 0. Para el autor, no hay una funcién de
Lyapunov cuando 6 > 0 hasta el momento. Li y Muldowney mostraron la estabilidad global
para el punto endémico P, cuando § = 0 sin usar una funcién de Lyapunov [21].

1.5. Problema de control 6ptimo

En esta seccién, se presenta la formulacion del problema de control éptimo en el modelo
epidémico SEIRS que se analiza en la Secciéon 1. Para mitigar la enfermedad, se investiga la
politica de control basada en campanas educativas y la vacuna y una combinacién de ambas
(prevencién o reduccién de la transmisién). Denotando por z(t) = (s(t), e(t),i(t))T € R* ¢ >0,
z(t), la solucién de (1.2.4), también llamado el estado del sistema en el momento ¢, podemos
reescribir el sistema (1.2.4) como z'(t) = f(z(t)). A continuacién, definimos una variable de
control u(t), que es una funcién continua por partes que toma valores en un conjunto acotado
positivo U = [0, Umax], i.€., u : [0,00) — U. Aplicamos tres politicas de control diferentes agre-
gando un término lineal en la variable de control u al modelo (1.2.4), es decir, considerando el
sistema @' () = f (x(t)) +u(t)h (z(t)), donde f definida por (1.2.4), es una funcién vectorial de
clase C*, y h(x(t)) es una funcién que depende de la politica de control elegida. Epidemiolé-
gicamente es conveniente introducir aditivamente el producto de la variable de control con la
funcién h(z(t)) en el campo vectorial, ya que lo que queremos es controlar directamente tasas
de crecimiento, de infeccién, de recuperacién entre otras, asi la variable de control epidemiol6-
gicamente se interpreta como una tasa de crecimiento que se puede medir, niimero de vacunas,
medicamentos, etc. implementados por dias/horas.

Nuestro objetivo es erradicar el brote de la enfermedad en un tiempo fijo 7', es decir, reducir
la tasa de poblacién infectada. Entonces podemos escribir el problema de control éptimo como:

minimizar: J(u) = /T(ble 1 bai + byu®)dt,
sujeto a: 2'(6) = £ (2(t)) + u(Oh (@(6)) .t 0; (1.5.1)

con una condicién inicial: z(0) = zo y u : [0,00) — U,

donde J(u) es la funcién de costo, también llamada funcién objetivo, b1 y bs representan los
costos sociales que dependen del total de la poblacién infectada, es decir, las poblaciones sus-
ceptibles y expuestas (e + 1), y bs depende del peso relativo asociado a la implementaciéon del
control u(t). Dado que las condiciones del Teorema 2.1 de [9] se satisfacen: U es compacto, f
es C! y convexo, se obtienen los siguientes resultados

Proposicién 1.5.1 Para el problema dptimo definido por (1.5.1) existe un control éptimo ini-
cial u* tal que

J(u") = min J(u).

uelU
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Sea H (t,x,z) el Hamiltoniano del sistema (1.2.4), donde z = (z1, 22, 23) es el vector de variables
adjuntas que satisface
dz; _ dH
dt o da:l ’

(1.5.2)
y las condiciones de transversalidad:

2(T)=0,i=1,...,3. (1.5.3)

1.5.1. Campana educativa

La politica de control basada en una campana educativa estd fundamentado en la reduccién
de la transmisiéon de la enfermedad [6], asi tenemos h (z(t)) = (wfsi, —wpsi,0), donde w es
la eficiencia de la campana educativa y u es la tasa de la campaia educativa (la variable de
control). Asi, el sistema de control propuesto para el sistema fraccional reducido (1.2.4), z'(t),
basado en campana educativa es

s =pu—pus — B(1 — wu)si+ or,
e = B(1 —wu)si — (a+ pe, (1.5.4)
i =ae— (v + p)i.

El Hamiltoniano para el sistema de control (1.5.4) estd dado por

H(z,2) = bie + bai 4 bsu® + 21 [ — ps — B(1 — wu)si + 0r]

, , (1.5.5)
+ 22 [B(1 — wu)si — (o + p)e] + 23 [ae — (v + p)i],

donde xz = (s, ¢e,1) es el vector de variables de estado y z = (21, 22, 23) es el vector de variables
adjuntas que satisfacen (1.5.2) y r =1 — (s + e+ i), es decir,

d
% = B(1 — ww)i(z1 — 22) + (ju + )21, (1.5.6)
d
% = —b1 +0z1 + (a0 + p)z2 + azs, (1.5.7)
d
% = —by + B(1 — wu)s(z1 — z2) + 621 + (v + )23, (1.5.8)

con condiciones de transversalidad (1.5.3). El Principio del Mdximo de Pontryagin (1.5.1) se
convierte en un problema de minimizacién puntual del Hamiltoniano H, es decir, la condicién
de optimalidad % = 0, entonces el control éptimo estd dado por

wpBsi(z2 — 21)

Asi, por argumentos de control estdndar que involucran los limites de los controles, concluimos

para u:
u* =min<{ 1,max | 0, 7&)551(22 —2) .
2b3

Una interpretacién epidemiolégica del control éptimo obtenido cuando se considera campana
educativa es como sigue. El hamiltenoniano H dado en la ecuacién (1.2.4) se escribe de manera

general como
3

H(z, z) = szfk (1.5.10)

k=0
donde la primera variable adjunta, zo se define igual a 1,y f = (f1, f2, f3) es el campo vectorial
del sistema (1.2.4) y fo se define como el argumento de la funcién de costo, J . Asi que podemos
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interpretar la variable adjunta z = (z1, 22, z3) como el vector de pesos asociados a las derivadas
de las fracciones poblacionales. En este sentido, z1 corresponde a la variacién de susceptibles,
zo corresponde a la variaciéon de expuestos y z3 corresponde a la variaciéon de infectados. Por
tanto el control 6ptimo de la campaifia educativa dado en (1.5.9), depende del producto de la
eficiencia de la campafia educativa y la tasa de incidencia de la enfermedad, i.e., la tasa de
contactos infecciosos, fsi, dividido por el peso, bs, relativo asociado a la implementacién del
control u. Esto a su vez multiplicado por la diferencia entre los pesos del hamiltoniano (1.5.10)
relativos a la variacién de expuestos, z2, y la variacién de susceptibles z3. A partir de esta
observacién se puede establecer que cuando z2 es menor o igual a z; el control no se activa y
viceversa.

1.5.2. Vacunacién

Para mitigar la enfermedad, investigamos la politica de control basada en la vacunacién de
manera similar a la presentada en [1, 3, 14] o de manera similar a como en [§] con V(¢) como
la funcién de control. Mencionamos que en [34] fue estudiado un modelo SEIR con vacuna que
incluye una nueva subpoblacién V| llamada vacunado-tratado, dando lugar a un modelo SVEIR.
En el modelo SVEIR se podria asumir que la inmunidad es temporal, para convertir este modelo
en un modelo tipo SVEIRS. De esta forma, obtendriamos un modelo SVEIRS con vacuna
(incluyendo la nueva clase V') sin usar la teorfa de control ptimo. Suponemos que los individuos
susceptibles son vacunados a una tasa u con eficiencia de vacunacién, 0 < o < 1. En esta
subseccién, resolvemos el control 6ptimo definido en (1.5.1), donde z'(t) = f(x(t))+u(t)h(z(t)),
f definida por (1.2.4) y h(z(t)) = (—0,0,0) es el término de la politica de control de la
vacunacién. Por lo tanto, el sistema de control propuesto del modelo fraccional reducido (1.2.4)
basado en vacunacién es

s =p— (u+ou)s — Bsi+ dr,
e = Bsi— (a+ pe, (1.5.11)
i = ae— (v 4+ pi.

El Hamiltoniano para el sistema de control (1.5.11) estd dado por

H(z,2) = bie + boi + bsu® + 21 [u — (u + ou)s — Bsi + or]

, , (1.5.12)
+ 22 [Bsi — (a + p)e] + 23 [ae — (v + p)i]

donde = = (s, ¢€,1) es el vector de variables de estado y z = (21, 22, 23) es el vector de variables
adjuntas que satisfacen

d

7’? = Bi(21 — 22) + (1 + ou + 8)21,

d

g = —by + 021 + (o + p) 20 + auz,

dZ3

o= —by + Bs(z1 — 22) + 021 + (7 + p)zs.

De la condicién de optimalidad % = 0, el control 6ptimo estd dado por

u* = min {1,méx (0, 7o )} . (1.5.13)
2bs

Una interpretaciéon epidemioldgica del control éptimo obtenido cuando se considera vacuna-
cién es como sigue. Similarmente como en el caso de la subseccién anterior, tenemos que el
hamiltoniano H se escribe de forma general como en (1.5.10). Por tanto, el control 6ptimo de
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la vacunacién dado en (1.5.13), depende del producto de la eficiencia de la vacunacién y la
fraccién poblacional susceptible, dividido por el peso, bs, relativo asociado a la implementacién
del control u. Esto a su vez multiplicado por el peso del hamiltoniano relativo a la variacién
de susceptibles, z1. Por consiguiente, el control é6ptimo obtenido en la estrategia de vacunacién
nos indica que la eficiencia del control depende de la variacién de la poblacién susceptible.

1.5.3. Combinacién de una campana educativa y vacunacién

Suponemos que los individuos susceptibles son vacunados a una tasa constante v (es decir,
una tasa de cobertura de la vacuna). Debido a la eficiencia parcial de la vacuna, o, solamente
la tasa o de los susceptibles vacunados va a la clase recuperada como fue considerada en la
Subsecciéon 1.5.2. La tasa de 1 — o restante de los susceptibles vacunados no tienen inmuni-
dad alguna y va a la clase expuesta después de estar en contacto con los infectados. También
como fue considerado en la Subseccion 1.5.1; hay una reduccién en la tasa de transmisién de
la infeccién por el producto de la tasa de campafa educativa u y la eficiencia w de la campa-
na educativa. Asi, en esta subseccién, resolvemos el control 6ptimo definido en (1.5.1), donde
z'(t) = f(z(t))+u(t)hi (z(t))+v(t)ha(x(t)), f definida por (1.2.4) y k1 (z(t)) = (wpsi, —oBsi, 0),
hz (z(t)) = (—0,0,0) son los términos de las politicas de control, campaifia educativa y vacuna-
cién, respectivamente. Cabe mencionar que el modelo presentado en esta subseccién es similar
al presentado en [28], en el cual sélo se asume vacunacién como tnica medida de control. Por
lo tanto, el sistema de control propuesto del modelo fraccional reducido (1.2.4) basado en la
combinaciéon de campana educativa y vacunacion es

s'=pu— (p+wu)s — (1 — ov)si + or,
e = B(1—ov)si— (a+ pe, (1.5.14)

-/

1 = ae— (v 4+ p)i.
El Hamiltoniano para el sistema de control (1.5.14) estd dado por

H(z,z) = bie + boi + bau® + 21 [ — (u + wu)s — B(1 — ov)si + 67

. , (1.5.15)
+ 22 [B(1 - ov)si — (o + p)e + 23 [ae — (y + il

donde x = (s, ¢e,1) es el vector de variables de estado y z = (z1, 22, 23) es el vector de variables
adjuntas que satisfacen

d .
% =B(1 —wu)i(z1 — 22) + (1 + ov + 0) 21,
d
% = —b1 + 021 + (o + p)22 + azs,
ng
o = b+ B —ov)s(z1 = z2) + 0z + (v + p)2s.
A partir de la condicién de optimalidad % =0y % = 0, los controles 6ptimos vienen dados

por

v :min{l,méx (OW)} o = min {1, méx (0, U;b?)}

Noétese que ahora la funcién de costo estd dado por

T
J(u) = / (bre + bai + bzu®) + byv?)dt.
0
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Una interpretacién epidemiolégica de los controles 6ptimos obtenidos cuando se considera la
combinacién de campana educativa y vacunacién es como sigue. Tenemos que los controles
6ptimos obtenidos usando campaiia educativa y vacunacion estdn dados por (1.5.9) y (1.5.13),
respectivamente, por lo tanto, tenemos las mismas interpretaciones dadas en las subsecciones
anteriores.

1.6. Solucién numérica del problema de control
optimo

Resolvemos numéricamente el problema de control 6ptimo (1.5.1) a través del esquema de
avance-retroceso [18, 29] usando Matlab R2015a, con licencia 1081117; comenzando con una
conjetura inicial para el control 6ptimo u. Las variables de estado se resuelven hacia adelante en
el tiempo desde la dindmica (1.5.4) usando el método Runge-Kutta de cuarto orden. Luego, esas
variables de estado y la estimacién inicial de u se usan para resolver la ecuacién adjunta (1.5.6)
hacia atrds en el tiempo con las condiciones finales dadas (1.5.3), nuevamente empleando el
método de Runge-Kutta de cuarto orden. El control u se actualiza y se usa para resolver el estado
y luego el sistema adjunto. Este proceso iterativo finaliza cuando los valores de estado actual,
adjunto y de control convergen lo suficiente. Implementamos este algoritmo usando MatLab
y usando parametros del Cuadro 1.1. Las unidades de todos los valores de los pardametros
son dia~!.Todas las estrategias de control consideran un ejemplo basado en una epidemia de
influenza en Brasil en 1918 [1]. Supusimos las siguientes condiciones iniciales para las poblaciones
fraccionarias: so=0.9516, e0=0.0312, ic=0.0156. Sefialamos que se obtienen resultados similares
considerando un conjunto de valores de pardmetros compatibles con una hipotética epidemia
de influenza en Colombia.

1 0.25
0.9 0.2
4 @
o £0.15
§08 g
§ L% 0.1
@» 0.7 0.05
0.6 0
0 10 20 30 0 10 20 30
Tiempo (dias) Tiempo (dias)
0.08 0.1
0.06 , 008
1] [e]
g ] 0.06
£ 0.04 g
3 S 0.04
£ 3
0.02 o 0.02
0 0
0 10 20 30 0 10 20 30
Tiempo (dias) Tiempo (dias)

Figura 1.2: Comparacion de comportamientos de poblaciones fraccionarias s, e, 7 con y sin implementar
la variable de control v usando la campana educativa como politica de control.

La Figura 1.2 muestra el comportamiento de las poblaciones fraccionarias, s, e, i, conside-
rando la campana educativa como una politica de control; implementando la variable de control
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u (linea roja continua), versus sin implementarlo (linea azul continua). La Figura 1.3 muestra
el comportamiento de las poblaciones fraccionarias, s,e,i, considerando la vacunaciéon como
una politica de control; implementando la variable de control u (linea roja continua),versus sin
implementarlo (linea azul continua). Cabe sefialar, que una figura similar a la Figura 1.3 para
s,e,1 se obtiene al considerar el modelo presentado en la Subseccién 1.5.3, es decir, cuando
se usan ambas estrategias de control; campana educativa y vacunacién al mismo tiempo. La
Figura 1.4 muestra el comportamiento de las tasas de control u que se deben implementar al
considerar una campaia educativa (linea azul) y vacunacién (linea roja), respectivamente. Fi-
nalmente, la Figura 1.5 muestra las tasas de control u y v que se deben implementar, usando el
modelo presentado en la Subseccién 1.5.3, al usar solamente una estrategia de control; campaiia
educativa 6 vacunacién, a la vez, con respecto al usar ambas estrategias al mismo tiempo, la
variable de tasa de control de comparacion u con respecto a cada estrategia propuesta.

Parametros Descripcién Linea de base alta  Linea de base baja
m tasa de natalidad natural (dia~T1) 0.044 0.0044
B tasa de transmisién de infeccién (dia~1) 0.5 0.5
K tasa de muerte natural (dfa™") 0.0042 0.0042
o eficiencia de la vacuna 0.8 0.8
5 tasa de pérdida de inmunidad (dia~') 0.2 0.1
@ tasa de expuesto a infectado (dfa™') 0.07 0.07
¥ tasa de recuperados (dia™') 0.2 0.1
w eficiencia de la campana educativa 0.8 0.8

Cuadro 1.1: Valores de los pardmetros utilizados para la resolucién del modelo (1.2.4).
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Figura 1.3: Comparacién de comportamientos de poblaciones fraccionarias s, e, ¢ con y sin implementar
la variable de control u usando la vacunacién como politica de control.
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Variables de control
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Figura 1.4: Comparacién de comportamientos de poblaciones fraccionarias s, e, con y sin implementar

la variable de control u usando la combinacién de campana educativa y vacunaciéon como politica de
control.

Variables de control
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Figura 1.5: Comparacién de tasas de la variable de control u con respecto a cada estrategia propuesta.
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1.7. Discusion y conclusiones

En este trabajo, formulamos y analizamos un problema de control 6ptimo basado en un
modelo epidemiolégico de tipo SEIRS a través de la vacuna y la campafia educativa. Hemos
supuesto en nuestro modelo epidemiolégico, una funcién de tasa de incidencia bilineal, una
poblacién total variable en el tiempo N(¢) y una sola poblacién de acogida. Para analizar la
dindmica global del sistema (1.2.1), derivamos un sistema fraccional equivalente (1.2.4) lo que a
su vez determina el comportamiento del sistema original (1.2.1). Determinamos los equilibrios
del sistema y logramos el andlisis de estabilidad de los mismos. Investigamos la estabilidad local
y global del sistema fraccional reducido. Hemos demostrado que cuando Ro < 1, el punto libre
de infeccién Py es globalmente asintéticamente estable. Para el caso Ro > 1, Py es inestable y el
sistema (1.2.4) es uniformemente persistente. El niimero reproductivo bésico Rg determina si la
enfermedad puede volverse endémica. Si Ry < 1, la enfermedad desaparece en el sentido de que
la fraccién infectada desaparece de la poblacién. Si Ro > 1, entonces la enfermedad se vuelve
endémica. Como se indicé anteriormente, el resultado de estabilidad global con respecto al punto
endémico P, se presenta suponiendo la restriccién de que la tasa de pérdida de inmunidad es
suficientemente pequefla o suficientemente grande [22].

La estabilidad local y global del punto endémico P. depende del valor umbral Ry > 1.
La estabilidad local de P. para las fracciones se obtuvo utilizando un criterio de estabilidad
diferente de los criterios de Routh-Hurwitz presentados en [20]. Utilizando el Principio del
Méximo de Pontriagyn se mostraron las condiciones necesarias para la existencia de una solucién
6ptima x y solucién de control wu.

Las simulaciones numéricas realizadas en el apartado 1.6, muestran que todas las medidas
de control de una epidemia aqui propuestas deben implementarse de manera total y continua
solo al comienzo del brote, luego la tasa de control disminuye. Entonces, las politicas de vacu-
nacién y prevencién temprana pueden jugar un papel importante en la prevencién de un brote
de enfermedad. En ambas Figuras 1.2 y 1.3 se puede observar que el nimero de infectados de-
crece, pero los comportamientos de la fraccién de susceptibles son significativamente diferentes.
Usando una campana educativa, el nimero de susceptibles casi permanece constante, en cam-
bio usando vacunacién el nimero de susceptibles disminuye stibitamente y a partir del dia 10
comienza a aumentar, esto debido a que la tasa de control va disminuyendo. En la Figura 1.4 se
puede observar que en general se puede concluir que es mejor usar la vacunaciéon como medida
de control con respecto a una campana educativa, ya que al usar vacunacion, sélo el primer
dia se debe implementar la tasa de vacunacién en su méaximo valor, en este caso igual a uno, y
después paulatinamente se puede ir disminuyendo, en cambio, al usar una campana educativa,
se debe implementar el maximo valor para la tasa de esta campafa aproximadamente hasta
el dia 22, atin cuando después se puede disminuir drésticamente. Atin més, si la constante de
la funcién de costo (1.5.1), bs, es igual para ambas estrategias de control, entonces el costo
de usar una campana educativa serfa mayor con respecto al de usar vacunacién. Para futuras
investigaciones, consideraremos el aislamiento y la cuarentena como medidas de control de los
brotes de enfermedades. Ademds, compararemos nuestros resultados derivados de un modelo
no deterministico con los que utilizan los métodos de Cadena de Markov Monte Carlo.
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