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INTRODUCCION

Las computadoras que utilizamos a diario, la dinamica de la poblacién de ciertas especies,
el comportamiento de fenémenos econdémicos, los microprocesadores y microcontroladores,
entre otros, funcionan en tiempo discreto o bien, requieren la discretizacion de parametros
continuos como el tiempo, la frecuencia, la temperatura, etc [17|. Por todo lo anterior, es
necesario utilizar los sistemas dinamicos discretos.

La teoria moderna de sistemas dinamicos, tanto continuos como discretos, es relati-
vamente reciente. Comenzé en la ultima parte del siglo XIX, principalmente debido al
trabajo de Henri Poincaré, quien introdujo el concepto de sistemas dindmicos en su tra-
bajo sobre las ecuaciones diferenciales, conocido como “mapa de retorno de Poincaré”; el
cual es una herramienta poderosa en su enfoque cualitativo hacia el estudio de ecuaciones
diferenciales [1]. Ademas, publicé dos monografias: “Nuevos métodos de mecanica celeste”
en 1892-1899 y “Conferencias sobre mecanica celeste” en 1905-1910 [21]. Con todo esto,
se establecieron las bases para el estudio de los sistemas dindmicos continuos. Mas tarde,
en el siglo XX, Birkhoff (1927) también hizo importantes contribuciones a los sistemas
dindmicos al mostrar como se podian usar los mapas discretos para comprender el com-
portamiento global de los sistemas de ecuaciones diferenciales [10]. Sin embargo, uno de
los primeros trabajos formales en el &mbito discreto se realizé hasta 1940, cuando John
von Neumann y Stanislaw Ulam desarrollaron la teoria de los automatas celulares 28], que
son considerados como sistemas dindmicos discretos con una estructura espacial discreta.
Adicionalmente, en 1972 Stephen Smale establecio la conexion entre sistemas dindmicos
discretos y topologia, desarrollando la teoria de los sistemas dinamicos topologicos [6]. A
finales del siglo XX, Ali H. Nayfeh introdujo la aplicacion de la dinamica no lineal a los
sistemas mecénicos y de Ingenierfa [21].

Un sistema dindmico es cualquier modelo matematico que describe el estado de un
sistema en el tiempo. Por ejemplo, los modelos matematicos que describen la oscilacion
del péndulo simple, el flujo del agua en el tubo, el nimero de habitantes de la poblacién
en una metropolis, etc. son sistemas dinamicos [10]. En esta tesis, presentamos sistemas
dindmicos donde el estado del sistema evoluciona en pasos de tiempo discretos, es decir,
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sistemas dinamicos discretos. Cuando modelamos un sistema como un sistema dinamico
discreto, imaginamos que tomamos una fotografia del sistema en una sucesiéon de momen-
tos. Dichas fotografias podrian ser tomadas una vez al ano, una vez cada milisegundo, o
incluso de manera irregular, como una vez cada vez que se elige un nuevo gobierno. Al
tomar estas fotografias, la idea es registrar cualquier variable que determine el estado en
el que se encuentra el sistema. Para completar la descripcion del sistema dindmico, nece-
sitamos especificar una regla que determine, dada una “fotografia inicial”, cual debe ser
la sucesion resultante de “fotografias futuras”. Las aplicaciones se usan ampliamente en la
vida cotidiana, ya que pueden servir para pronosticar la poblacién en el futuro, e incluso
ser capaz de responder algunas preguntas interesantes sobre la poblacion en el pasado,
entre otras cosas. Ejemplos sencillos de la aplicacion de sistemas dindmicos discretos son
el modelo de mapeo logistico, el modelo de Beverton-Holt y el mapeo logistico con el efecto

Allee [21].

En cuanto al anélisis de estabilidad de los sistemas dindmicos discretos se refiere, en
los trabajos realizados por Poincaré mencionados con anterioridad, ya se habia realizado
analisis cualitativo a los sistemas dindmicos continuos. Sin embargo, fue a partir de prin-
cipios del siglo XX, que se le empez6 a dar importancia al analisis de la estabilidad de
los sistemas dinamicos discretos, esto mediante el trabajo de Aleksandr Liapunov sobre la
teoria de la estabilidad, que enfatiza la evaluacion cuantitativa de la tasa de divergencia
entre soluciones con diferentes condiciones iniciales [2].

Una herramienta tutil para analizar los sistemas dinamicos discretos es la transformada
Z, que se considera como la generalizacion de la transformada de Fourier en tiempo discre-
to. Las caracteristicas esenciales de la transformaciéon Z se remontan a principios del siglo
XVIII (1730) cuando De Moivre introdujo el concepto de funcion generadora que es idén-
tico al de la transformada Z. Las aplicaciones de la transformaciéon Z son relativamente
nuevas.

Es fundamental realizar un analisis de estabilidad de los sistemas dinamicos discretos
debido a que esto permite entender como evolucionan estos sistemas conforme avanza el
tiempo, en este caso discreto. También, permite determinar y clasificar el tipo de equilibrio
del sistema dinamico discreto, lo que puede servir para predecir su comportamiento futuro.

Con el paso de los anos y con las nuevas investigaciones se han abierto nuevas opor-
tunidades para utilizar modelos discretos en una amplia gama de campos, tales como
Criptografia, Redes Neuronales, Biologia, Genética, Fisica, Epidemiologia, Finanzas, Eco-
nomia, Ingenieria, entre otras. Por lo que puede decirse que esta area sigue en ascendencia
y podria desarrollarse mas teoria, lo que llevaria a nuevos descubrimientos y avances en el
conocimiento.

En el area de Economia hay diversos problemas que requieren de la utilizacion de
variables econdmicas a intervalos fijos de tiempo, por lo que se dice que el tiempo es de
caracter discreto y es necesaria la utilizacion de los sistemas dindmicos discretos para
expresar el comportamiento de dichas variables.

Otra area en la que es comin utilizar los sistemas dinamicos discretos es la Ingenieria,
principalmente en la rama que estudia el control de determinados sistemas, ya que los
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Introduccién

modelos discretos que se ocupan, permiten capturar la dindmica y los comportamientos
de los mismos, lo que facilita la toma de decisiones y la implementaciéon del control que
mejor se adectie a las necesidades de estos sistemas.

Adicionalmente, en Biologia, los sistemas dindmicos discretos se han utilizado para
modelar y simular procesos de evoluciéon de ciertas especies, interaccion entre especies,
propagacion de enfermedades, entre otros.

En el presente trabajo de tesis exponemos lo referente al estudio, comportamiento y
clasificacion de los sistemas dinamicos discretos haciendo énfasis en el analisis de la estabi-
lidad, asi como de algunas herramientas que son tutiles para el estudio de los mismos, como
son el método directo de Liapunov, la transformada Z y las ecuaciones en diferencias de
Volterra, que se emplean en el analisis de la teoria de oscilacion. Adicionalmente, estu-
diamos su aplicaciéon en la deduccién y planteamiento de algunos modelos en Economia,
Ingenieria y Biologia, realizando un anélisis de estabilidad dependiendo de su clasificacion
mediante las ecuaciones en diferencias que utilicen, enfatizando tanto la parte matematica
como en los conceptos necesarios para una adecuada comprensiéon de los modelos mencio-
nados. Para la teoria referente a sistemas dinamicos discretos, nuestra referencia principal
fue [11].

Para lograr tales objetivos, el trabajo de tesis lo hemos organizado como se indica a
continuacion.

En el Capitulo 1 proporcionamos las notaciones y conceptos basicos que son necesarios
para el buen desarrollo y entendimiento de los resultados que se analizan durante el trabajo.
Adicionalmente, proporcionamos definiciones referentes a las ecuaciones en diferencias que
son necesarias durante todo el desarrollo de la tesis. Después, se estudia la teoria de
oscilacion de una ecuacion en diferencias de segundo orden, ya que esto es ttil en el
Capitulo 4 y para terminar se analiza un modelo del ciclo de propagaciéon de una especie
vegetal.

Posteriormente, en el Capitulo 2 iniciamos con el estudio de algunas nociones de es-
tabilidad. Analizamos la estabilidad 1-dimensional, para pasar al caso general, en el que
se examina la parte cualitativa de diversos tipos de sistemas de ecuaciones en diferen-
cias a través del anélisis de criterios de estabilidad. Ademés, revisamos como hacer el
analisis del espacio fase, que es un método en el que podemos ver graficamente como es
la estabilidad de determinado sistema. Después, proporcionamos definiciones pertinentes
para entender el método directo de Liapunov, que es otra forma de realizar el analisis
de estabilidad. Finalizamos este capitulo proporcionando algunos modelos en Economia y
Biologia: Ecuacion logistica de Pielou con retraso de un periodo, una variacién del modelo
SI, una especie con dos edades, sistemas huésped-parasitoides (particularmente, el modelo
de Nicholson-Bailey), un modelo de ciclo econémico y el estudio del caso del escarabajo
de la harina.

La transformada Z y las ecuaciones en diferencias de Volterra son analizadas en el
Capitulo 3. Este capitulo se inicia con el estudio de la transformada Z; aqui presentamos
algunas de sus propiedades tales como linealidad, desplazamiento en el tiempo, convolu-
cion, entre otras. Luego, examinamos métodos para obtener la inversa de la transformada

XI



Z y se agrega una tabla tutil que muestra la transformada Z de funciones fundamenta-
les con la correspondiente inversa. También estudiamos las ecuaciones en diferencias de
Volterra, particularmente las que son de tipo convolucién, algunos criterios explicitos pa-
ra analizar su estabilidad y analizamos de forma breve los sistemas de Volterra. Para la
aplicacion de la parte tedrica de este capitulo, se proporcionan modelos en Ingenieria y
Biologia: Una red de escalera, desintegraciéon radiactiva, funcion de transferencia y un
modelo epidémico.

El Capitulo 4 lo dedicamos a estudiar la teoria de oscilacion, enfocandonos en las
ecuaciones en diferencias de tres términos, ecuaciones en diferencias de segundo orden
autoadjuntas y un breve anélisis de ecuaciones en diferencias no lineales para después
utilizar esta teoria analizando nuevamente la ecuacion logistica de Pielou, pero con un
retraso de k periodos.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo se proporcionan los conceptos bésicos que utilizamos a lo largo de la
tesis. En el analisis de estabilidad de las ecuaciones en diferencias es necesario estudiar
conceptos previos como el comportamiento de las soluciones de ecuaciones en diferencias
de orden superior y lo referente a la norma de una matriz, entre otros temas. Por aho-
ra, introducimos los conceptos béasicos y fundamentales que nos ayudan a comprender el
contenido de nuestro trabajo.

1.1. Notaciones y conceptos basicos

Como es usual N denota el conjunto de los ntimeros naturales, Z el conjunto de los niimeros
enteros, Z, el conjunto de los nimeros enteros no negativos y R el conjunto de los nimeros
reales. Dados dos conjuntos X y Y, una funcién de X en Y la denotamos por f: X — Y.
Particularmente, dados un conjunto X, una funciéon f : X — X y n € Z,, la n-ésima
iteracion de f se define como la composiciéon reiterada de f consigo misma n veces y la
denotamos por f", donde f! = fy f° = idx (identidad en X). Si B C X, denotamos
por f*(B) la imagen de B bajo f*, cuando k > 0, y la preimagen bajo f*/ cuando k < 0.
Dada una matriz A, A™ denota el producto de dicha matriz consigo misma n veces y
A% = I, ademas AT representa la matriz transpuesta de A. Para k € Ny v > 0, la bola
abierta en R* de radio v y centrada en z se denota por B(wx,v) y estd definida como
B(x,v) = {y € R* : ||y — 2| < ~v}. Por simplicidad, la bola B(0,v) la denotamos como
B(v). Para un subconjunto G C R*, z es un punto de acumulacion de G si existe una
sucesion {z;} en G tal que ILTO x; = . La cerradura de G se denota por G y define como

la unién de G y todos sus puntos de acumulacion. El conjunto de todos los puntos de
acumulacion de xg, se denota por Q(xg) y se define como Q(zo) = {y € R*: lim z(n;) =
N;—> 00

y para alguna subsucesion {n;} de Z*}.



1. Preliminares

1.2. Norma de una matriz

Definicion 1.2.1. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F'. La funcion ||| : V — R
es conocida como norma, si para cada x, y € V y a € F, se cumplen las condiciones
siguientes:

(a) [l] = 0.
(b) ||x|]| = 0 siy solo si x = 0.
)

(c

(d) =+ yll < llzll -+ llyll-

o] = fe] - []]-

Definicion 1.2.2. Sean p € R con p > 1y k € N. La funcién || - ||, : R¥* — R es conocida
como norma p 'y se define de la forma siguiente:

1
k P
|z, = <Z|xl|p) , para cada z = (z1,...,1;) € R".

=1

Observacién 1.2.3. Sean k € Ny x € R¥ tales que z = (xy,...,7;). En R* las normas
més utilizadas son las siguientes:

(a) La norma 1, denotada y definida por:

k
lzlly =) lil:
i=1

(b) La norma 2 o norma Fuclidiana, denotada y definida por:
k 3
]2 = (Z\ﬂ?i!Q) :
i=1
(¢) La norma oo, denotada y definida por:

|2]| 0o = max{|x;| : 1 <i < k}.

En las Figuras 1.1, 1.2 y 1.3, mostramos como son las esferas en R?, con centro en el
origen y radio 1.

Observacion 1.2.4. Todas las normas en un espacio normado de dimension finita son
equivalentes. En otras palabras, si || - || v || - || son normas en un espacio normado de
dimensioén finita V', entonces existen constantes «, § > 0 tales que:

allz]] < ||z < Bllz|l, para cada x € V.

2



1.2. Norma de una matriz

Figura 1.1: ||z|; = 1. Figura 1.2: ||z|» = 1. Figura 1.3: ||zl = 1.
Demostracion. Sean || - || y || - ||' normas en un espacio normado de dimension finita V.
Veamos que existen constantes a, 8 > 0 tales que a|z|| < ||z||" < 5|z, para cada z € V.
Consideremos la esfera unitaria cerrada bajo la norma || - ||, es decir, el conjunto siguiente:

S={zeV:|z]=1}.

Como S es compacto y || - || es continua, se tiene que esta funcion alcanza su maximo
y su minimo en S. Pongamos = méx{||z||' : € S} y @ = min{||z||' : € S}. Notemos
que «, f > 0, por ser normas. De aqui, dado x € V' \ {0}, definimos y = %H, luego
lyll = ||Hi—”|| = % = 1. Asi, y € Sy por la definicion de « y 3, se tiene que a < ||z]|’ < S.
Sustituyendo z, obtenemos:

!/
a< ’ 2| <8
]l
Por lo tanto, o||z| < ||z||" < B||z||, para cada = € V. [

Asi, para cada sucesion {z,} C V y z € R, se cumple que |[[z,|| — 2z si y sélo si

Definicion 1.2.5. Sean k € Ny A € My, (R). La norma matricial subordinada de A

inducida por una norma || - || en R¥, se denota y define de la forma siguiente:
Ax
I|A|| = méx{% 2 € RF y ||2|| # O} :

Por la Definicion 1.2.5, el espacio My x(R) es un espacio normado.

Observacion 1.2.6. Sean k € N, A € M, (R) v z € R*. Se tiene que:
[ Az]| < [IA[lf|]- (1.2.1)
Observacion 1.2.7. Sean k € Ny A € My«(R). Se tiene que:

I|A|| = méx{||A$|| reRFy llz|| < 1} = mziX{HAxH czeRry x|l = 1} )

3



1. Preliminares

Definicion 1.2.8. Sean k € Ny A € M, (R). El radio espectral de A, p(A), se define
de la forma siguiente:

p(A) = méax {|A| : A es un valor propio de A} .
Definicion 1.2.9. Sean k € Ny A € My«,(R). Se definen las siguientes normas para A:
(2) La norma 1: [[Al|y = méx { 24, Jagl : 1< j < k.
(b) La norma 2 o norma Euclidiana: [|Al|; = [p(ATA)] 3
(c¢) La norma oo: || Al = HléX{Z?Zl laj;|:1<i< k}
Observacion 1.2.10. Sea k € N. Para cada A, B € My« (R), se cumple:
IAB| < [[A[l[|B]-

Demostracion. Sean k € Ny A, B € Mj.(R). Por la Observacion 1.2.6, se tiene que:

[ABz| = [[A(Ba)|| < [[All[| B[l < [Al[lB]l=]]

Asi, 14821 < || 4]/]| B||. De donde, || Al|||B]| es cota superior de { IABsll . e RE v ||| 2 o}.

[l lll

Esto implica que ||[AB|| < ||A]l||B]|- |
Observacion 1.2.11. Sean k € Ny A € My x(R). Se cumple que p(A) < ||A].

Demostracion. Pongamos p(A) = |A| tal que A es un valor propio de A. Se sigue que:

Al = méx {JlAa] : 2 € B y o] = 1)
> méx {||Az| : x € R¥, ||lz|| =1y Az = Az}
=méx {||\z|| : € R¥, ||z]| =1y Az = Az}
=méx {||[|z]| : z € R", ||z]| = 1y Az = Az}
= [N méx {||z| : z € R¥, ||lz|| =1y Az = Az}
= p(A).

Asi, queda probada la afirmacién. |

1.3. Ecuaciones en diferencias

En esta seccién, mencionamos algunos conceptos referentes a la teoria de ecuaciones en
diferencias. Para mas detalle consultar la tesis de licenciatura [19].
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1.3. Ecuaciones en diferencias

El conjunto de funciones de Z en R lo denotamos por S(Z), esto es:

S(Z) = {z]z : Z — R}.

Adicionalmente, el conjunto de funciones de Z, en R es denotado por S(Z, ), es decir:

S(Zy)={z|x:Z, — R}.

Notar que S(Z.) es un subespacio vectorial de S(Z), con las operaciones usuales.

Definicion 1.3.1. El operador diferencia se denota por A : S(Zy) — S(Z.) y se define
como:

A(x) = Az, para cada x € S(Z,),

donde Az es la funcion diferencia de x [19, pag. 4], es decir, Az(n) = z(n + 1) — z(n),
para cada n € Z, .

Proposicion 1.3.2. Sean v € S(Z,),n € Z, y A : S(Z;) — S(Z,) el operador diferen-
cia. Se cumple que, para cada k € N:

AFz(n) = i(—ni <I;>x(n +k—1).

Definicion 1.3.3. Sean © € S(Z;) y k € N. Una ecuacion en diferencias determinada
por = es una relacion entre la variable n, la funcién x y una o mas de sus diferencias Az,
A%z, ..., AFx. Tal relacién generalmente se expresa de manera explicita como:

G(A*z(n), A*x(n), ..., Ax(n),z(n),n) =0, paracadan € Z,, (1.3.1)

donde G : R*! x Z, — R es alguna funcién real.

Notemos que toda ecuacion en diferencias (1.3.1) se puede expresar de la siguiente
manera, y viceversa:

Fx(n+k),z(n+k—1),...,2(n—1),2(n),n) =0, paracadan € Z,, (1.3.2)
donde F: RF! x Z, — R es alguna funcién real.

Definicion 1.3.4. La ecuacion en diferencias de orden k, (1.3.2), se dice que es normal
si existe alguna funcién real f : RF x Z, — R tal que:

x(n+k)=fl(x(n+k—1),...,2(n—1),2(n),n), paracadan € Z,. (1.3.3)

Definicion 1.3.5. Decimos que la ecuacion en diferencias de orden k (1.3.3) es lineal si
la funciéon f es lineal.

En general, las ecuaciones en diferencias se pueden clasificar segiin su orden, propie-
dades de la funcion f (lineal, no lineal, entre otras), homogeneidad y de acuerdo a si son
o no auténomas (tipo de coeficientes).
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Definicion 1.3.6. Sea u € S(Z;). Se dice que u es una solucion de la ecuacién en
diferencias (1.4.3), si al reemplazar dicha funcién y sus diferencias en la ecuacion, se
obtiene una identidad, es decir:

Flu(n+k),u(n+k—1),...,u(n—1),u(n),n) =0, paracadan€Z,.

Definicion 1.3.7. Sean A C R, f: A — R una funcion, z* € Ay z € S(Z,). Se dice que
x* es un punto de equilibrio de z(n + 1) = f(xz(n)), para cada n € Zy, o bien, que x* es
un punto fijo de f si f(z*) = z*.

Definicion 1.3.8. Sean A C R, f: A — R una funciéon y * € A un punto de equilibrio
de x(n+ 1) = f(x(n)). Se dice que x* es:

(a) Estable si para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que para cada xy € A, si |xg — z*| < 4,
entonces |z(n)—z*| < ¢, para todo n € Z,. Si x* no es estable, se dice que es inestable.

b) Atractor si existe n > 0 tal que para cada x¢ € A, si |xg — x*| < 7, entonces:
Ui Ui

lim x(n) = z™.
n—oo

Sin = o0, ¥ es llamado atractor global.

(c) Repulsor si existe n > 0 tal que para cada xy € A, si |zg — x*| < 7, entonces existe
m € N tal que |z(m) — x*| > n.

(d) Asintdticamente estable si es estable y atractor. Si n = oo, se dice que z* es asintoti-
camente estable global.

Observacion 1.3.9. Sean © € S(Z;), k € Ny ng € Z;. Una ecuacion en diferencias
lineal no homogénea de orden k es de la forma siguiente:

z(n+k)+p(n)x(n+k—1)+- -+ pe(n)z(n) = g(n), (1.3.4)

para cada n € Z, con n > ng, p; € S(Z), para cada i € {1,...,k}, g € S(Zy) y
pr(n) # 0, para cada n € Z, tal que n > ny.

La correspondiente ecuacion en diferencias homogénea de (1.3.4) se obtiene cuando
g(n) =0, para cada n > ng. Esto es:

z(n+k)+pi(n)z(n+k—1)+ -+ pr(n)z(n) = 0.

Definicion 1.3.10. Un sistema de ecuaciones en diferencias de primer orden es un con-
junto de ecuaciones en diferencias que tiene la forma siguiente:

z1(n+1) = fi(z1(n), ze(n), ..., xx(n),n)
zo(n + 1) = fo(z1(n), x2(n), ..., xx(n),n) (1.3.5)

rr(n+1) = fr(xi(n),z2(n),. .., zx(n),n),

donde f; : R* x Z, — R, para cada i € {1,2,...,k}, es una funcién conocida y para cada
ie{l,2,...,k}, x; € S(Z;) es una funciéon desconocida.
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1.3. Ecuaciones en diferencias

Las funciones f; en (1.3.5) pueden ser lineales o no lineales.

Observacion 1.3.11. Dado k£ € N, un sistema de ecuaciones en diferencias lineales de
primer orden, k X k, tiene la forma siguiente:

ri(n+1) = a1 (n)xi(n) + arz(n)xz(n) + - - - + ayp(n)zr(n) + g1(n)
zo(n+ 1) = ag(n)x1(n) + ag(n)xe(n) + - - - + agr(n)zr(n) + g2(n) (1.3.6)

zp(n+1) = a1 (n)z1(n) + age(n)xa(n) + - - - + agx(n)xr(n) + gr(n),
donde a;;, g; € S(Z.) son funciones conocidas, para cada 4,j € {1,2,...,k}.

Definicion 1.3.12. Considerando el sistema (1.3.6), se tiene que:

1. Si para cada i € {1,2,...,k} y para cada n € Z,, g;(n) = 0, se dice que (1.3.6) es
un sistema de ecuaciones en diferencias homogéneo.

2. Siexiste 1 € {1,2,...,k}, tal que g;(n) # 0, para algtin n € Z,, se dice que (1.3.6)
es un sistema de ecuaciones en diferencias no homogéneo.

3. Siparacadai,j € {1,2,...,k}, a;; son constantes, se dice que (1.3.6) es un sistema
de ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes.

Usando notaciéon matricial, un sistema de ecuaciones en diferencias lineales no homo-
géneo (1.3.6), se puede expresar de la manera siguiente:

z(n+1) = A(n)x(n) + g(n), (1.3.7)
donde z(n +1) = (x1(n + 1), 29(n +1),...,21(n + 1))T, A(n) = (4;
singular de k x k formada con los coeficientes de (1.3.6), x(n) = (x;

y g(n) = (gl(n)’fh(n)’ s agk(n))T'

De esta manera, el correspondiente sistema de ecuaciones en diferencias lineales homo-
géneo, se representa de la forma siguiente:

;(n)) es la matriz no

(n), 22(n), ..., xx(n))"

z(n+1) = A(n)xz(n). (1.3.8)
Dados ng € Z y x¢ € R*, afiadiendo:
n >mngy x(ng) = xo, (1.3.9)

al sistema (1.3.7), se dice que se tiene un sistema de ecuaciones en diferencias lineales con
condiciones iniciales (1.3.9).
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1.4. Comportamiento limitante de las soluciones

El anélisis del comportamiento de las soluciones de determinadas ecuaciones en diferencias
se simplifica considerando una ecuaciéon de segundo orden. Adicionalmente, esto es de
utilidad en la teoria de oscilacion.

Sea y € S(Zy). Consideremos la ecuacion en diferencias homogénea de segundo orden
de la forma siguiente:
y(n+2) +pry(n+1) + pay(n) =0, (1.4.1)

para cada n € Z, p; € R, i € {1,2} con py # 0.
Definicion 1.4.1. Sea y € S(Z,) una solucion de la ecuacion (1.4.1) y y* un punto de

equilibrio de la ecuacion (1.4.1). Se tiene que y oscila alrededor de y* si y(n) — y* alterna
el signo, para cada n € Z, . Esto significa que si y(n) > y*, entonces y(n + 1) < y*.

Sean A\; y Ay las raices caracteristicas de la ecuacion (1.4.1) [19, pag. 85]. Existen los
casos siguientes:

Caso 1: A1, A2 € R tales que A\; # Xy. En este caso, se tiene que y;(n) = Al y
y2(n) = A} son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion (1.4.1) [19,
pag. 86|. Adicionalmente, se tiene que:

y(n) = a1y1(n) + asye(n), para cadan € Z,, con aj,as € R, (1.4.2)

es la solucion general de la ecuacion (1.4.1) [19, pag. 86.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que |A;| > |As|. En tal caso, se dice
que y; es la solucion dominante y A; es la raiz caracteristica dominante.

De la ecuacion (1.4.2), se tiene que:
y(n) = a1 AT + as Ay

)\ n
=\ (al + as ()\_2) ) , paracadan € Z,. (1.4.3)
1

A2

1

Debido a que |\| > [Ag|, se tiene que < 1. Lo que quiere decir que, de la

A1
que el comportamiento limitante de la ecuacion (1.4.2) depende de A;. De donde,
tenemos los siguientes subcasos:

ecuacion (1.4.3), lim <ﬁ> = 0. Esto significa que lim y(n) = a; lim A}, con lo
n—oo n—oo n—oo

Subcaso 1.1: A\; > 1. Se tiene que la sucesion {a;A}} diverge a co (Figura 1.4).
Subcaso 1.2: A\; = 1. Se sigue que la sucesion {a; A7} es constante (Figura 1.5).

Subcaso 1.3: 0 < A\; < 1. La sucesion {a;A\]} decrece monotonamente a cero
(Figura 1.6).
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y1(n) y1(n)

n T

Figura 1.4: \; > 1. Figura 1.5: \; = 1.

Subcaso 1.4: —1 < A; < 0. Se tiene que la sucesion {a;A}} oscila alrededor de
cero y converge a cero (Figura 1.7).

Subcaso 1.5: A\ = —1. Se sigue que la sucesion {a; A} oscila entre a; y —aq
(Figura 1.8).

Subcaso 1.6: A; < —1. La sucesion {a; A} oscila y es creciente (Figura 1.9).

Caso 2: A1, Ay € R tales que A\ = Ay = A. Se sigue que:
y(n) = (a1 + agn)A™, para cadan € Z,, con aj,as € R,
es la solucion general de la ecuacion (1.4.1) [19, pag. 87|.

Subcaso 2.1: |[A\|] > 1. Si A > 1, entonces y(n) diverge mondtonamente y si
A < —1, entonces y(n) diverge por oscilacion.

Subcaso 2.2: |A| < 1. Esto significa que y converge a cero.

Caso 3: A1, Ay € Ctales que \y = a+iffy Ao = a—if, con «, § € R, 5 # 0. Se tiene
que la solucion de la ecuacion (1.4.1) es de la forma siguiente [19, Ejemplo 3.2.5]:

y(n) = ar"cos (nf —w), paracadan € Z,, cona € R,

donder = /a2 + B2y 6 = tan™! (g) Debido a que la funcién coseno oscila, entonces
y(n) oscila. Sin embargo, y(n) oscila de forma distinta dependiendo de la localizacion
de las raices caracteristicas conjugadas.

e Subcaso 3.1: 7 > 1. Se tiene que \; y Ay = \; estan fuera del circulo unitario.

Esto significa que y oscila y es creciente. En este caso, es inestable (Figura
1.10).
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y1(n)

yi1(n)

\

T

n

Figura 1.7: —1 < A\; < 0.
Figura 1.6: 0 < A\; < 1.

y1(n)

o)
vy

Figura 1.9: A < —1.

yi(n)

Figura 1.8: A = —1.

10



1.4. Comportamiento limitante de las soluciones

y1(n) y1(n)

y1(n)

J VRN

Figura 1.10: r > 1. Figura 1.11: r = 1. Figura 1.12: r < 1.

e Subcaso 3.2: 7 = 1. Se sigue que A\; y Ay = \; estan sobre el circulo unitario.
Lo que quiere decir que y oscila y es constante (Figura 1.11).

e Subcaso 3.3: < 1. Las raices caracteristicas A\; vy Ao = \; estan dentro del
disco unitario. Asi, y(n) oscila y converge a cero conforme n — oo. En este
caso, es estable (Figura 1.12).

Como resumen de lo anterior se obtiene el siguiente:

Teorema 1.4.2. Sean \; y A las raices caracteristicas de la ecuacion (1.4.1). Se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(a) Todas las soluciones de la ecuacion (1.4.1) oscilan alrededor de cero si y solo si A; y
Ao 10 son reales positivas.

(b) Todas las soluciones de la ecuacion (1.4.1) convergen a cero si y solo si max{|\[, | A2|} <
1.

Por otro lado, consideremos la ecuacion en diferencias no homogénea de segundo orden
correspondiente a la ecuacion (1.4.1):

y(n+2)+py(n+1) + pay(n) = M, (1.4.4)

donde M # 0 es una entrada constante. En comparacion con la ecuacion (1.4.1), y(n) = 0,
para cada n € Z, no es una solucién de la ecuacion (1.4.4), pero podemos calcular el
punto de equilibrio de dicha ecuaciéon para hallar una soluciéon particular. Para esto, se
sigue que:

y(n) + pry(n) + pay(n) = M
yn)(14+pr+p2) =M
M
yln) = L+pi+ps
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Esto es, y* = es una solucion particular de (1.4.4). Esto significa que la solucion

M
1+p1+p2
general de (1.4.4) es de la forma siguiente:

y(n) =y* +y.(n), paracadane€Z,, (1.4.5)

donde 7, es la solucion complementaria de (1.4.4).
De la ecuacion (1.4.5), lim y(n) = y* siy solo si lim y.(n) = 0. Adicionalmente, y(n)
n—oo n—oo
oscila alrededor de y* si y solo si y.(n) oscila alrededor de cero.

Lo anterior se resume a continuacion:

Teorema 1.4.3. Se cumplen las proposiciones siguientes:

(a) Todas las soluciones de la ecuacién no homogénea (1.4.4) oscilan alrededor de y* si y
solo si ninguna de las raices caracteristicas de la ecuacién homogénea (1.4.1) es real
positiva.

(b) Todas las soluciones de la ecuacién no homogénea (1.4.4) convergen a y* cuando
n — 0o siy solo si max{|\|,|A2|} < 1, donde A; y Ay son las raices caracteristicas de
la ecuacion homogénea (1.4.1).

A pesar de que en los Teoremas 1.4.2 y 1.4.3 se proporcionan condiciones para saber
si las soluciones de una ecuacion en diferencias de segundo orden son asintéticamente
estables, en ocasiones es necesario especificar algunos criterios sobre los valores de p; v ps
tanto de la ecuacion homogénea (1.4.1) como de la no homogénea (1.4.4). Esto se puede
observar a continuacion.

Teorema 1.4.4. Sea y* el punto de equilibrio de las ecuaciones (1.4.1) y (1.4.4). Se tiene
que y* es asintoticamente estable si y solo si:

(@) 14+ p1+p2 >0,
(b) 1 —p1+p2 >0,

(c) 1—py>0.

Demostracion. Notemos que la ecuacion caracteristica de (1.4.1) o (1.4.4) es de la forma
siguiente:
A+ pid+ps =0,

—p1++4/pi—4p2 —p1—+/pI—4p2
donde A, = 2V oy TriVviie

5 son sus raices caracteristicas.

Supongamos que 1 +p;+ps >0, 1 —p;+p2 >0y 1 —py > 0. Se sigue que 2+ p; > 0
y 2 —p; > 0. Luego, tenemos los siguientes casos:

» Caso 1: A\;, Ay € R. Esto implica que p? — 4py > 0.
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De 1+ p1 + py > 0, se tiene que:
444p; +4p2 > 0
44 4py > —4p,
4+ dpy +pi > —4Aps + pi
(24 p1)? > pi — 4ps.

Esto es, 2 4+ p1 < —+/p7 —4p2 0 \/p? —4ps < 2 + p;. La primera desigualdad no
puede ocurrir, debido a que —+/p? — 4p, < 0y 2+ p; > 0. Lo que quiere decir que:

/P — 4 <2+

—p1+4/Pi — 4p2 <2
—p1+ \/p? — 4dps 1
2

A < 1. (1.4.6)

Debido a que 2 — p; > 0, se sigue que:
—p1 > —2

—p1+ /Pt — 4pa > 2
—p1+ /Pl — 4pe S
2

)\1 > —1. (147)

De (1.4.6) y (1.4.7), se tiene que —1 < A\; < 1. Esto es, |A1]| < 1. De forma similar,
se sigue que |Ag| < 1.

Por los Teoremas 1.4.2-(b) y 1.4.3-(b), se tiene que y* es asintOticamente estable.

» Caso 2: \;, Ay € C, donde \; y Ay son conjugados. Esto significa que p? — 4p, < 0.

Se tiene que:

A = —p1 + \/p% —4po
2
—p1 + i\/Aps — P

2
2 2
P 4])2—]91
o T
Ml TR
2 2
D1 4p, Y4
aMP=0 220
ol TR
= P2
< 1.

Lo que quiere decir que |A;| < 1. De forma similar, |As| < 1.

Por lo tanto, por los Teoremas 1.4.2-(b) y 1.4.3-(b), y* es asintéticamente estable.
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Reciprocamente, supongamos que y* es asintoticamente estable. De los Teoremas 1.4.2-
(b) y 1.4.3-(b), se sigue que A; y A2 estan dentro del disco unitario, esto es |A\| < 1y
|A2] < 1. Luego, tenemos los siguientes casos:

» Caso 1: A\, Ay € R. Lo que quiere decir que p — 4p, > 0. Debido a que |\| < 1, se
tiene que:

—1< A<l

P Sk TR
2

=2 < —p1+ /T —4p2 <2
—2+4p; < A\/PF—4py <2+ py. (1.4.8)

De la segunda desigualdad de (1.4.8), se sigue que:

\/PI—4pa <24

pi—4dpy < (2+p1)?
pf —4py < 4+ 4py —I—p%,

o bien, 4 + 4p; + p? > p? — 4p,. Eliminando el término p? de ambos lados de la
desigualdad y reordenando, obtenemos:

dps +4p1 +4 >0
p2+p1+1>0.

—2+p1 <—\/p%+4p2<2+p1 (149)

Lo que implics que, p; —ps +1 > 0.

De forma similar:

De la segunda desigualdad de (1.4.8) y la primera de (1.4.9), se sigue que:

24+p1 >0
2—p1 >0
p1| < 2.

De donde pi < 1. Puesto que pf —4p, > 0, se tiene que py < B Esto es, py < pi < 1.
Esto implica que 1 — py > 0.

» Caso 2: \j, Ay € C, donde \; y Ay son conjugados. Asi, p? — 4p, < 0. Lo que quiere

decir que:
—2/P2 < p1 < 24/Da. (1.4.10)

o . L —p1+iy/4p2—pi
Luego, podemos reescribir las raices caracteristicas como A\; = ——5——y Ay =

—p1—ir/Apo—p? 2 2 .
w. Esto es, |)\1|2:%—|—4%—%:p2. De aqui, 0 < py < 1.
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Para mostrar que 1 +p; +p2 > 0y 1 —p; + po > 0, utilizamos f definida por
f(z) = 1+ x — 2y/z. Se necesita verificar que f(x) > 0, para cada = € (0,1).
Notemos que:

f0)=1
o) =1— =

<0, paracadazx € (0,1).

Esto significa que f decrece para cada x € (0,1). Asi, z = 1 es un minimo local. Lo
que quiere decir que, f(xz) > 0, para cada x € (0,1). De donde, f(p2) = 1+ p2 —

2./Pa2 > 0.

De la primera desigualdad de (1.4.10), se sigue que 1+py+p; > 0. De forma similar,
se tiene que 1 — p; + po > 0.

De los Casos 1 y 2, se sigue el resultado. |

Ejemplo 1.4.5. Sea y € S(Z, ). Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias:
y(n+2) — a(l + A)y(n+ 1) + afy(n) = 0, (14.11)

para cada n € Z, con «, > 0. Hallemos las condiciones bajo las cuales la solucion de la
ecuacion (1.4.11):

(a) Converge al punto de equilibrio.

(b) Oscila alrededor del punto de equilibrio.

Para hallar el punto de equilibrio, se tiene que:

y(n) —a(l + B)y(n) + afy(n) =0
(1= a(l+p5)+aB)y(n) =0
(1—a)y(n) =0
1
y(n) = 1—-

Esto significa que y* = ﬁ es el punto de equilibrio de la ecuacion (1.4.11).

(a) De las condiciones del Teorema 1.4.4, se sigue que:

l—a(l+p)+aB >0
l—a>0
1> a. (1.4.12)

l+a(l+8)+aB>0
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1+ a+2a8 > 0. (1.4.13)
l1—af >0
1> aB. (1.4.14)

Por lo tanto, con las condiciones (1.4.12), (1.4.13) y (1.4.14), y* es asintOticamente
estable.

(b) Se tiene que la ecuacion caracteristica de la ecuacion (1.4.11) es la siguiente:
r? —a(l+B)r+aB =0.

. . o 1 2(1+8)2—4
Esto significa que sus raices caracteristicas son \; = I+A)+ QQ( TPy —taf
a(1+8)—y/a?(1+8)>—4af

B .

y Ay =

De acuerdo con el Teorema 1.4.2-(a), las soluciones de la ecuacion (1.4.11) oscilan
alrededor de y* si A\; y A2 no son reales positivas.

Para que A;, Ay € R tales que \;, Ay < 0, es necesario que (1 + 38)? > 4af8 y
a(l 4+ B) < 0, pero esto no puede ser posible debido a que «, 8 > 0. Lo que quiere
decir que si a?(1 + 8)? > 4af, esto es, a > ﬁ, asi (1.4.11) no tiene soluciones
oscilatorias alrededor de y*.

Para que A, \s € C tales que Ay = \;, se debe cumplir que a?(1+ B)? < 4aB. Esto

significa que si a < % todas las soluciones de (1.4.11) son oscilatorias alrededor

del punto de equilibrio.

Ejemplo 1.4.6. Sean y € S(Z.) y p € R. Demostremos que cada solucion de la ecuacion
en diferencias:

yin+2)—y(n+1)+py(n) =0, paracadan€Z,, (1.4.15)
oscila si y so6lo si p > }l.
Se tiene que la ecuacion caracteristica de (1.4.15) es de la siguiente forma:
r?—r+p=0.
En consecuencia, A\ = @ y Ay = ﬂ. De acuerdo con el Teorema 1.4.2-(a), las
soluciones de la ecuacion (1.4.15) oscilan alrededor del punto de equilibrio si A\; y Ay no

son reales positivas. Para que las raices caracteristicas sean reales negativas, es necesario
que 1 +4p > 0y 1 <0, lo cual es una contradiccion.

Por otra parte, A, Ao € C tales que A\ = Xy si y solo si 1 +4p < 0. Este caso si es
posible.

Por lo tanto, cada solucion de la ecuacion (1.4.15) oscila si y sélo si p > %.
A continuacién, presentamos un modelo de una especie vegetal con la finalidad de

observar que se pueden presentar soluciones oscilatorias bajo ciertas condiciones. Esto nos
sirve para comprender las fluctuaciones en la poblaciéon de la especie en cuestion.
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1.4. Comportamiento limitante de las soluciones

1.4.1. Propagacion anual de plantas

Este modelo trata de describir la propagaciéon de una cierta especie de plantas, con la
intencion de calcular el nimero que habra en cada generaciéon. Estas plantas producen
semillas al final de su temporada de crecimiento, digamos en agosto, después de lo cual
mueren. S6lo una fraccion de estas semillas sobrevive al invierno y una parte de las que
sobreviven germinan al comienzo de la temporada, digamos en mayo, dando lugar a una
nueva generacion de plantas.

Sean ~ el niimero de semillas producidas por planta en agosto, a la fraccion de semillas
de un ano de edad que germinan en mayo, 3 la fraccion de semillas de dos anos de edad
que germinan en mayo, o la fraccion de semillas que sobreviven a un invierno determinado
y p € S(Z,) tal que p(n) es el numero de plantas en la generacion n. Se tiene que:

p(n) = ( plantas que germinan de ) ( plantas que germinan de )

semillas de un ano de edad semillas de dos anos de edad

= asy(n) + Bs2(n), paracadan € Zy, (1.4.16)

donde s, s9 € S(Z,) tales que s1(n) y s2(n) son el numero de semillas de uno y dos anos
de edad antes de la germinacion, digamos en abril de la generacion n, respectivamente. El
ntimero de semillas después de la germinacion se puede calcular de la forma siguiente:

( semillas > (fracci()n de semillas) . (nﬂmero original de)

que quedan que no germinaron semillas en abril.

Sean 31, $o € S(Z, ) tales que §;(n) y $2(n) son el nimero de semillas de uno y dos anos
de edad que quedan en mayo de la generacion n, después de que algunas hayan germinado,
respectivamente. Se sigue que:

$1(n) = (1 —a)si(n)
$2(n) = (1 — B)sa(n),

para cada n € Z,. En agosto de la generacion n se producen semillas nuevas sq(n),
consideradas como semillas de cero anos de edad a una razén de vy por planta. Lo que
quiere decir que:

so(n) = vyp(n), paracadan € Z;. (1.4.17)

Después del invierno, las semillas so(n) que eran nuevas en la generacion n tendran un
ano de edad en la siguiente generacion n + 1 y una fraccion osg(n) de ellas sobrevivira:

si(n+1) =o0sg(n), paracadan€Z,. (1.4.18)
De las ecuaciones (1.4.17) y (1.4.18), se tiene que:
si(n+1) =oyp(n), paracadan € Z,. (1.4.19)

En cuanto a las semillas de dos anos de edad, se sigue que:

so(n+ 1) = 051(n)
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1. Preliminares

=o(1—a)si(n)

=0*(1—a)yp(n—1), paracadan € Z,. (1.4.20)
Sustituyendo las ecuaciones (1.4.19) y (1.4.20) en (1.4.16), se tiene que:
p(n+ 1) = ayop(n) + fyo*(1 — a)p(n — 1)
p(n+2) = ayop(n +1) + Byo*(1 — a)p(n), para cadan € Z,. (1.4.21)

La ecuacion caracteristica de la ecuacion (1.4.21) es de la forma siguiente:

N — ayo + Byo*(l —a) = 0.
Esto significa que sus raices caracteristicas son \; = o

=2z (1— ,/1—1—%;0‘)). Debido a que 1 — a > 0, se sigue que A\, Ay € R tales que A\; > 0

y Ao < 0. Para asegurar la propagacion de las plantas es necesario que A; > 1. Lo que
quiere decir que:

e (141 ) v o =

ay ayo
\/1+4B(12—a) 2
a2y ayo
2
1+4B(12_0‘) > ( 2 —1)
a2y ayo
1+45(12—04) 2422_ L
a2y a?y20?  ano
Bl—a) 1 1
Q avo? o
Bl-a) 1 1
o o ayo?
Bo(l—a)+a 1
oo ayo?
1
Bo(l—a)+a =79
1

fo?(l —a) + ac

<.

Si ninguna semilla de dos anos de edad germina en mayo, esto es, = 0, se tiene

1
que P

< 7. Esto significa que ayo > 1. Lo que quiere decir que la propagacion de
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plantas ocurre si el producto de la fraccion de semillas producidas por planta en agosto,
la fraccion de semillas de un ano de edad que germinan en mayo y la fraccion de semillas
que sobreviven a un invierno determinado excede 1.
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CAPITULO 2

ALGUNAS FORMAS DE ESTABILIDAD

Es de gran importancia realizar el anélisis del comportamiento cualitativo de las soluciones
de los sistemas dinamicos discretos, sin la necesidad de calcular éstas. Lo anterior, debido a
que en la realidad, la mayoria de las ecuaciones pueden presentar dificultades para construir
sus soluciones analiticas o incluso dichos problemas pueden llegar a ser irresolubles. Atn
cuando pueden obtenerse las soluciones exactas, el analisis cualitativo es esencial por la
simplicidad para determinar las propiedades de la solucion. Asi, en la tesis [19] estudiamos
lo referente a las propiedades de estabilidad de las ecuaciones en diferencias de primer
orden. Para profundizar en este analisis del comportamiento cualitativo, en este capitulo
se analiza la estabilidad de sistemas dindmicos discretos k-dimensionales.

2.1. Nociones de estabilidad

En esta secciéon mencionamos los conceptos de estabilidad necesarios para comprender
algunos de los resultados méas importantes acerca de los criterios de estabilidad, especifi-
camente de estabilidad asintotica.

Sea k € N. El conjunto de funciones de Z, en R* lo denotamos por Si(Z ), esto es:
Si(Zy) = {z|z : Z, — R*}.
Sean z € Si(Z.), no € Z, y 7o € R¥. Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias
vectorial:
z(n+1)= f(n,z(n)), =z(ng) =x9, paracadane€Z, con n>ng  (2.1.1)
donde f : Z, x R¥ — R* es una funciéon continua.

La ecuacion (2.1.1) es auténoma si no depende explicitamente del pardmetro n y en
tal caso escribimos x(n + 1) = f(z(n)).
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2. Algunas formas de estabilidad

Definicion 2.1.1. La ecuacion (2.1.1) es periddica si para cada n € Z, se tiene que
f(n+ N,x) = f(n,z), para algin N € N.

La ecuacion (2.1.1) se puede escribir como:

z(n+1) = f(n,x)
= A(n)z(n),

donde A(n) € Myxx(S(Z4)) con A(n) no singular.

Definicion 2.1.2. Consideremos la ecuacion (2.1.1). La drbita positiva de xy se denota y
se define como O (xg) = {z(n,0,z¢) : n € Z,} = {x0, f(x0), f*(x0),...}.

Debido a que en este documento sélo se consideran oOrbitas positivas, denotamos a

O (xg) como O(zy).

Definicién 2.1.3. Sea 2* € R*. Se dice que z* es un punto de equilibrio de la ecuacion
(2.1.1) si f(n,x*) = a*, para cada n > ng. En caso de que z* = 0, es llamada soluciéon
cero.

En muchas ocasiones, puede asumirse que el punto de equilibrio es cero, esto debido a
lo siguiente:

Proposicion 2.1.4. Se tiene que z* es punto de equilibrio de la ecuacion (2.1.1) si y solo si
y* = 0 es punto de equilibrio de y(n+1) = g(n,y(n)), donde g(n,y(n)) = f(x,z(n)) — z*.

Asi, de acuerdo a nuestra conveniencia, se puede considerar al punto de equilibrio como
la solucion cero.

Por [19, Teorema 4.1.5|, se tiene la siguiente:

Observacion 2.1.5. La solucién de la ecuacion (2.1.1) existe y es unica.

Es necesario clasificar los puntos de equilibrio para poder analizar el comportamiento
que tienen las soluciones de los sistemas dinamicos discretos conforme se acercan a dichos
puntos.

Definicién 2.1.6. Sea z* € R* un punto de equilibrio de la ecuacién (2.1.1). Se dice que
x* es un punto de equilibrio:

(a) Estable (E) si para cada € > 0, existe § = d(€,ng) tal que para cada o € RF, si
llzo — x*|| < d, entonces ||xz(n,ng,xo) — x*|| < €, para cada n > ny (vea Figura 2.1
y Figura 2.2). Si § puede elegirse de forma independiente de ng, se tiene que x* es
uniformemente estable (UE).

(b) Inestable (I) si 2* no es estable (vea Figura 2.3).
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9

Iy

Figura 2.1: Equilibrio estable en el espacio fase, caso k = 2.

€T

Figura 2.2: Equilibrio estable, considerando el parametro n, caso k = 2.
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T2 T2

- - — x
» \‘ . T — o . :_
Figura 2.3: Equilibrio inestable en el espa- Figura 2.4: Equilibrio exponencialmente
cio fase, caso k = 2. estable en el espacio fase, caso k = 2.

(c)

(e)

Atractor (A) si existe n = n(ng) > 0 tal que para cada o € RF, se tiene que si
lzo — 2*|| < n, entonces:

lim z(n,ng, xg) = z*.

n—oo
Si la eleccion de n no depende de ng, el punto de equilibrio x* es uniformemente
atractor (UA). Si n = oo, entonces x* es atractor global.

Asintdticamente estable (AE) si es estable y atractor (vea Figura 2.6). Si es uniforme-
mente estable y uniformemente atractor, z* es uniformemente asintoticamente estable
(UAE), vea Figura 2.5. Se dice que z* es asintdticamente estable global si z* es estable
y atractor global (vea Figura 2.7).

Ezponencialmente estable (EE) si existen 6, M > 0y n € (0,1) tales que para cada
To € R¥, si ||zg — 2¥|| < 4, entonces ||z(n, ng, zo) — x*|| < M||xg — x*||n" "0, para cada
n € Z, (vea Figura 2.4). Si nn = oo, entonces x* es exponencialmente estable global.

Notemos que en los incisos (a), (¢) y (e), x(n) depende de ng y xo.

De la Definiciéon 2.1.6-(c), se tiene la siguiente:

Proposicion 2.1.7. Sea x* el punto de equilibrio de la ecuacion (2.1.1). Se tiene que
x* es uniformemente atractor si existe ;1 > 0 tal que para cada € > 0, existe N = N(e)
(independiente de ng) de modo que para cada x € R con ||zg — z*|| < p, se cumple que
|z(n, ng, x9) — x*|| < €, para cada n > ng+ N.

Definicion 2.1.8. Una solucion z(n, ng, zo) de la ecuacion en diferencias (2.1.1) es acotada
si existe M > 0 tal que ||z(n,ng, zo)|| < M, para cada n > ng, donde M depende de cada
solucion.
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Figura 2.5: Equilibrio uniformemente asintéticamente estable, considerando el pardmetro
n, caso k = 2.

To Ta

o

Figura 2.6: Equilibrio asintoticamente es- Figura 2.7: Equilibrio asintéticamente es-
table en el espacio fase, caso k = 2. table global en el espacio fase, caso k = 2.
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2. Algunas formas de estabilidad

(&

Figura 2.8: Jerarquia de las nociones de estabilidad.

La Figura 2.8 muestra la relaciéon de las nociones de estabilidad dadas en la Definicion
2.1.6.

Ahora analizamos algunos resultados y ejemplos para cuando tengamos un sistema
auténomo. Notemos que en el caso auténomo, la funcion f : Z, x R¥ — R* de la ecuacion
(2.1.1) no depende de n, asi, cuando consideremos el caso auténomo, sin perder generalidad
podemos considerar la funcion f : R¥ — R*.

Sean k € N, x € S¢(Z,), ng € Z, y x¢ € R*. Consideremos el sistema de ecuaciones
en diferencias auténomo siguiente:

z(n+1) = f(z(n)), paracada n>ng y x(ng) = o, (2.1.2)

donde f : R* — R* es una funcién continua.

Observemos que en el diagrama (Figura 2.8) las relaciones reciprocas no son verdaderas,
esto sucede tinicamente en algunos casos particulares. Para el caso auténomo, tenemos el
teorema siguiente:

Teorema 2.1.9. Consideremos la ecuacion (2.1.2) y z* € R¥ un punto de equilibrio de
(2.1.2). Se cumplen las afirmaciones siguientes:

(a) z* es estable si y s6lo si x* es uniformemente estable.
(b) z* es asintoticamente estable si y s6lo si x* es uniformemente asintoticamente estable.

(c) x* es atractor si y solo si z* es uniformemente atractor.

Demostracion. (a) Supongamos que (2.1.2) es estable.
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2.2. Estabilidad 1-dimensional

(D

Figura 2.9: Jerarquia de las nociones de estabilidad, caso auténomo.

Sea € > 0. Veamos que existe § > 0 (que no depende de ng) tal que si zp € R¥ y
|zo — 2*|| < 6, entonces ||z(n, ng, zg) —x*|| < €, para cada n > ny. Por hipotesis existe
51(e,n9) > 0 tal que si zg € RF y ||z — z*|| < &1, entonces |z(n, ng, zo) — z*|| < ¢,
para cada n > ng. Veamos que §; no depende de ngy. Para esto, sean x(n,ng,xo),
y(n,mg, o) € S(Z4) dos soluciones del sistema de ecuaciones en diferencias (2.1.2).
Sin pérdida de generalidad, supongamos que my = ng + ro, con rg € Z, . Se tiene que
x(n — 1o, no, o) y y(n, mo, zo) se intersectan en n = my. Debido a la unicidad de la
solucion, Observacion 2.1.5, se sigue que x(n —rg, ng, £g) = y(n, mo, o). Lo que quiere
decir que d; no depende de ng. De esta forma, basta considerar § = §;. Por lo tanto,
x* es uniformemente estable.

El reciproco, se sigue directamente de las definiciones.
Las demostraciones de los incisos (b) y (c) se realizan de forma similar. |

Asi, en el caso autonomo el diagrama que muestra la relacién de las nociones de esta-
bilidad es como se muestra en la Figura 2.9.

2.2. Estabilidad 1-dimensional

A continuacion, mostramos algunos ejemplos en los que se aplica el Teorema 2.1.9 en
el caso 1-dimensional un resultado referente a las ecuaciones en diferencias homogéneas
autonomas de primer orden y uno respecto a las ecuaciones en diferencias homogéneas no
autoénomas de primer orden.

Ejemplo 2.2.1. Sean = € S(Zy), no € Z, y zo € R. Consideremos la ecuaciéon en
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diferencias xz(n + 1) = x(n), para cada n > ng y x(ng) = xo. Por [19, Proposicion 2.2.1],
se tiene que la solucién de esta ecuacion es z(n, ng, xg) = o, para cada n > ng.

Sea x* = 0 un punto de equilibrio de la ecuacion xz(n + 1) = z(n). Veamos que z* =0
es estable. Sea € > 0. Pongamos § = €. Supongamos que xg € Ry |zg — 2| < §. Esto
implica que |zy| < €. De donde, |z(n,ng, xo) — x*| < €, para cada n > ng. Lo que quiere
decir que z* es estable y por el Teorema 2.1.9, es uniformemente estable.

Veamos que x* = 0 no es atractor. Esto es, para cada v > 0, existe o € R tal que
|zg — 0] < vy lim z(n,ng,xo) # 0. Sea v > 0. Luego, sea xy € R tal que xy # 0. Puesto
n—oo

que x(n,ng, o) = xg, para cada n > ng, se tiene que lim x(n,ng,xg) = lim xg = xo # 0.
n—oo n—o0
Esto significa que * = 0 no es atractor.

Por lo tanto, * es uniformemente estable y no asintéticamente estable.

De forma general, para las ecuaciones en diferencias de la forma z(n + 1) = ax(n),
para cada n € Z, con n > ng se tiene la siguiente:

Proposicion 2.2.2. Sea x € S(Z). Consideremos la ecuacion en diferencias z(n + 1) =
ax(n), para cadan € Z, con a € R. Luego, z* = 0 es el punto de equilibrio de la ecuacion.
Los siguientes argumentos son ciertos:

(a) SiJa|] < 1, entonces z* = 0 es uniformemente asintoticamente estable.
(b) Si |a] =1, entonces x* = 0 es uniformemente estable.

(c) Si|a] > 1, entonces z* = 0 es inestable.

Demostracion. La solucion general de la ecuacion en diferencias es de la forma siguiente
[19, Proposicion 2.3.1]:
z(n) = a"x,

donde x(0) = z es la condicion inicial.

(a) Supongamos que |a| < 1. Veamos que x* = 0 es estable. Sea € > 0. Como |a| < 1, se
sigue que:
lim " = 0. (2.2.1)
n—oo
De aqui, existe N € N tal que para cada n > N, se cumple que |a"| < e. Pongamos
6 = L. Sea x(0) € R. Supongamos que |z(0)| < 4, se tiene que |z(0)| < <. Por otra
parte, |z(n)| = |a"z(0)] = |a"||z(0)] < e. Lo que quiere decir que z* = 0 es estable.
Por el Teorema 2.1.9, * = 0 es uniformemente estable.
Ahora, veamos que z* = 0 es atractor. Como |a| < 1, por (2.2.1), lim |a"z(0)] =
n—oo
lim |z(n)| = 0. Esto implica que z* = 0 es atractor global. En particular, z* = 0 es
n—oo
atractor. Por el Teorema 2.1.9 es uniformemente atractor.

Por lo tanto, la solucién cero es uniformemente asintéticamente estable.
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2.2. Estabilidad 1-dimensional

(b) Se sigue del Ejemplo 2.2.1.

(c¢) Supongamos que |a| > 1. Probemos que existe ¢ > 0 tal que para cada 6 > 0, se
cumple que existe z(0) € R tal que |z(0)| < d y |z(n)| > €, para algin n > ny.

Como |a| > 1, se tiene que lim |a|" = co.
n—oo

Pongamos € = 1. Sea § > 0. De donde, existe z(0) € R con z(0) # 0 tal que |z(0)| < 6.

Como lim |a|™ = oo, tenemos que lim |a|™|z(0)| = oo. Luego, existe N € N tal que
n— n—

para cada n > N, |a|"|z(0)| > 1, es decir, |z(n)| > 1, para cada n > N. Sea m € N
con m > max{N,n(0)}. Asi, |[x(m)| > 1 con m > n(0).

Por lo tanto, la solucién cero es inestable.

El resultado se sigue de los incisos (a), (b) y (c). [

Proposicion 2.2.3. Sean x € S(Z,), ng € Z+ y xo € R. Consideremos la ecuacion en
diferencias z(n + 1) = a(n)z(n), con a : Z; — R tal que a(n) # 0, para cada n € Z,.. Las
soluciones de esta ecuacion en diferencias son de la forma siguiente:

n—1
x(n,ng, o) = [H a(z’)] xo9, paracadan € Z, conn > ng. (2.2.2)

1=ng

Ademas, sea z* el punto de equilibrio de (2.2.2) tal que z* = 0. El punto de equilibrio
x* es:

(a) Estable siy solo si existe M € RT que depende de ng tal que |H;:;O a(i)| < M, para
cada n > nyg.

(b) Uniformemente estable si y solo si existe M € R* tal que ‘H::nlo a(i)| < M, para cada
n > ng.

(c) Asintoticamente estable si y solo si lim | H?::}O a(i)| = 0.
n—oo

(d) Uniformemente asintéticamente estable si y solo si existen M > 0y 0 < n < 1 tales
que | H?:_io a(i)] < Mn"~" para cada n > ny.

Demostracion. Para cada n € Z, con n > ng, pongamos x(n,ng, xg) = ®(n)zy, donde

®(n) = IT;2,, ali)-

(a) Supongamos que z* = 0 es estable. Veamos que existe M € Rt que depende de ng
tal que |H?;nlo a(i)] < M, para cada n > ng. Sea € > 0. Debido a que z* = 0 es
estable, existe > 0 que depende de ng tal que si 79 € Ry |xg — z*| < J, entonces
|z(n, no, zg) — x*| < €, para cada n € Z, tal que n > ny.

Sea g € R tal que g # 0y |rg — z*| < §. Pongamos M = . Sea n € Z, con

lzol
n > ng. Luego, se sigue que |x(n, ng, xg) — x*| < e. Esto implica que |®(n)zq| < €. De
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2. Algunas formas de estabilidad

donde |®(n)||zo| < €. Lo que quiere decir que |®(n)| < . Notemos que M € Rt y

€
Jaol
depende de ng. Ademas, |H::nlo a(i)] < M, para cada n > ny.
Reciprocamente, supongamos que existe M € Rt que depende de ng, de tal forma que
| H?:_nlo a(i)| < M, para cada n > ng. Veamos que z* = 0 es estable. Sea € > 0. Ahora,
veamos que existe 6 > 0, tal que si |zg — z*| < 0, entonces |x(n, ng, xg) —x*| < €. Para
lo cual, analizamos |z(n,ng, z9) — =*|. Notemos que:

[z(n, 0, w0) — 27| = | (n)zo| = [®(n)][ol-

Puesto que se requiere que |®(n)xg| < €, necesitamos acotar el término ®(n). Debido
a que |Hz:nlo a(i)|] < M, se sigue que H;:nlo a(i) < ]H?:_nlo a(i)] < M, de donde,
®(n) < M, para cada n > ng. Luego, pongamos § = 17 Ahora, supongamos que
|zg — x| < § y sea n > ny. Esto significa que |zo| < §7. Esto es, M|xg| < €. Debido
a que ®(n) < M, se sigue que ®(n)|xg| < €. Esto implica que |z(n,ng, zg) — % < €,
para cada n € Z, tal que n > ny. Lo que quiere decir que x* = 0 es estable.

La prueba es similar al inciso (a) de esta proposicion.

Supongamos que x* = 0 es asintdticamente estable. Veamos que nhg)lo | H?;éo a(i)] = 0.
Debido a que z* = 0 es asintoticamente estable, se tiene que x* = 0 es estable y es
atractor. Por ser 2* = 0 atractor, existe n > 0 que depende de ng tal que si xp € Ry
|zg — x*| < 7, entonces:
lim z(n,ng, xg) = z*.
n—oo

Sea xg € R con |zg| < 1. Por la propiedad que cumple 7, se tiene que lim z(n,ng, zo) =

n—oo
0. Sea € > 0. Existe N € N tal que para cada n > N, se sigue que |®(n)xo| < €|zo|, lo
que quiere decir que:

|@(n)[|zo| < €|l
|D(n)| < e.
Esto es, lim |®(n)| = 0. De donde, lim |]—[Z:nlO a(i)| = 0.
n—oo n—oo

n—1

. . N . :
Reciprocamente, supongamos que nh_}n;o | T2, a(i)| = 0. Veamos que x* = 0 es asin-

toticamente estable. Sea n > ng. Veamos que existe M > 0, tal que |®(n)| < M. Sea
e > 0. Debido a que lim |H7;nlo a(i)] = 0, existe N € N tal que para cada p > N, se
n—oo

tiene que |®(p)| < e. Obtenemos los casos siguientes:
» Caso 1: N < n. Se sigue que |®(n)| < e.
Pongamos M = €. Luego, M > 0 tal que |®(n)| < M.
s Caso 2: N > n. Sea p > N. Se tiene que:

p—1




2.2. Estabilidad 1-dimensional

= 1:[ a(i) - Ha(z)
= H ali) Ha(i)
= |®(n)] _Ha(z’)

Pongamos M = Dado que |®(p)| < €, obtenemos que |®(n)| < |

=t a@)] a<z>| 172, a(i)|”

Esto significa que \@(n)\

De los Casos 1y 2, tenemos que para cada n € N, existe M > 0 tal que |®(n)| < M.
Lo que quiere decir que, por el inciso (a) de esta proposicion, z* = 0 es estable.

Luego, como lim | H;:;O a(i)] = 0, se tiene que lim ®(n) = 0. Esto es, lim ®(n)xy =
n—00 n— 00 n—00

0. Lo que quiere decir que lim z(n,ng, o) = 0. Esto significa que z* = 0 es atractor.
n—o0

Por lo tanto, x* = 0 es asintéticamente estable.

Supongamos que x* = 0 es uniformemente asintoticamente estable. Veamos que existen
M>0y0<n<1 tales que | [/, no @(2)] < Mn"~"0, para cada n > ng. Se sigue que
x* = 0 es uniformemente estable y uniformemente atractor.

Por ser z* = 0 uniformemente estable, por el inciso (b) de esta proposicion, se sigue
que existe M € RT, tal que |[[/=, a(i)] < M, para cada n > ny.

i=ng
Por ser x* = 0 uniformemente atractor, existe u > 0 tal que para cada € > 0, existe
N € Z, que depende de € y no depende de ng tal que si |zg — z*| < pu, entonces
|z(n, ng, x9) — x*| < €, para cada n > nyg + N.

Sea € > 0 tal que € < 1. Se sigue que |®(n)zy| < €, para cada n > nyg + N. Sea
n > ng + N. Para cada n € [ng + N,ng + 2N|, se tiene que:

n—1 no+N—1 n—1
[Ta@) =] TI a®|] J] a®
i=ng i=ng i=ng+N
n—1 nog+N—1 n—1
ol [ TT e =| T e®|] I ali)zo
i=ng 1=no i=no+N
Me
P(n —
b)) < ¢
M /2N
€|zo|
:MT]2N
SMnn—no’

dondeM:%ynzeﬁ,paracadaNgn—nOSZN.
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2. Algunas formas de estabilidad

Reciprocamente, supongamos que existen M >0y 0 < n < 1 tales que | H?:_nlo a(i)] <
Mn™—"_ para cada n > ng. Veamos que z* = 0 es uniformemente asintoticamente
estable. Por lo supuesto, existen M > 0y 0 < n < 1 tales que |®(n)| < Mn"~ ", para
cada n > ng. Sea § > 0.

Sean xy € R tal que |zg — z*| < d y n > ng. Se sigue que:

|®(n)| < Mn"m
|P(n)||zo] < Mn™""|zq
|D(n)wo| < Mlag|n™

|z(n,ng, z9) — ¥ < M|xg — z*|n" 0.

Esto significa que * = 0 es exponencialmente estable. Luego, x* = 0 es uniformemente
asintoticamente estable.

De los incisos (a), (b), (¢) y (d) se sigue el resultado. |

Ejemplo 2.2.4. Sean = € S(Zy), ng € Z, y xg € R. Sean € (0,1) y consideremos la
ecuacion en diferencias z(n + 1) = a(n)x(n), con a : Z; — R tal que a(n) = 1 + 7", para
cada n € Z,. Veamos que el punto de equilibrio z* = 0 es estable.

TL

Debido a que para cadan € Z,, 1 + n™ < exp (n™), se sigue que:

n—1

H(1+n exp

. p<zw>
0 (75

T :
S L
3@
v

Pongamos M = exp( ) De donde, [/} (1+7") < M. Lo que quiere decir que

1=ng

1T, (1 +n')| < M. De la Proposicién 2.2.3-(a), se sigue que z* = ( es estable.

Ejemplo 2.2.5. Sean z € S(Zy), ng € Z; y zp € R. Consideremos la ecuacion en
diferencias x(n + 1) = a(n)z(n), con a : Z, — R tal que a(n) = sen (1 + n), para cada
n € Z,. Veamos que el punto de equilibrio * = 0 es uniformemente estable.

Para cada n € Z,, se tiene que sen (1+n) < 1. De donde, [[/~ sen (1+1i) < 1.

i=ng
Pongamos M = 1. Esto es, H?:_nlo sen (1 +14) < M. Se sigue que | [/ sen (14 )] < M.

i=ng

De la Proposicion 2.2.3-(b), * = 0 es uniformemente estable.

Ejemplo 2.2.6. Sean = € S(Z,), ng € Z, y zo € R. Consideremos la ecuaciéon en

diferencias z(n + 1) = a(n)z(n), con a : Z, — R tal que a(n) = Z—E, para cada n € Z,.

Veamos que el punto de equilibrio * = 0 es asintoticamente estable.
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2.2. Estabilidad 1-dimensional

Se tiene que:

ﬁi+1_ no+ 1\ [/no+2\ [/ng+3 n—1 n o\ no+1
i+2 \ng+2 ng + 3 no+4,) n n+1l) n+1’

1=ng

. . , n—1 41 _ o : ‘ n=l it+l| _
Lo que quiere decir que nh_}rglo i=ny s = 0. Esto significa que nh_)nolo Hi:no 2| =0.De

n—1 41

la Proposicioén 2.2.3-(c), se tiene que 2* = 0 es asintéticamente estable. Luego, [[;_, 75 <

n=1 i+l
Hi:no 1+2 < M

De la Proposicion 2.2.3-(b), se tiene que z* = 0 es uniformemente estable.

1. Pongamos M = 1. Se sigue que,

Ejemplo 2.2.7. Sean x € S(Z, ), ng € Z, con ng > 5y xy € R. Consideremos la ecuacion

en diferencias z(n + 1) = a(n)z(n), con a : Z; — R tal que a(n) = L, para cada n € Z,..

Veamos que el punto de equilibrio * = 0 es uniformemente asintéticamente estable.

Se tiene que:

=1 (ng—1)
l;l i (n—1)
(no — 1)'

n!

_ (%) (g — 1)!

Debido a que n! > 2", para cada n > 4, obtenemos:

(%) (ng —1)! < (2%) (2mh
()6

Pongamos M = n = % Se sigue que H?;nlo% < Mn™~"™. De donde,
Mnn—mo,

<

n—1 1
Hi:no 7‘ <
De la Proposicion 2.2.3-(d), * = 0 es uniformemente asintéticamente estable.

En general, el Teorema 2.1.9 no es valido, un caso es precisamente con las ecuaciones
en diferencias no auténomas o no lineales. Para verificar esto, en el siguiente ejemplo se
muestra una ecuacion en diferencias de primer orden no lineal y no auténoma tal que el
punto de equilibrio es atractor y no uniformemente atractor.

Ejemplo 2.2.8. Sean = € S(Z,), ng € Z, y zo € R. Consideremos la ecuacion en
diferencias z(n + 1) = (2t!) z%(n), para cada n € Z.. Debido a que esta ecuacion en
diferencias es no lineal de Tipo 4 [19, pag. 105|, se realiza la sustitucion z(n) = Inz(n),
para cada n € Z,, con lo que se tiene lo siguiente:

t(nt1) = (”; 1) 2%(n)
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2. Algunas formas de estabilidad

na(n+1)=In ((";1) xQ(n))

z(n+1)=2z(n) +1n <n+1

>, para cadan € Z, . (2.2.3)

Por [19, Proposicion 2.3.1], se tiene que la solucion de la ecuacion en diferencias (2.2.3)
es de la forma siguiente:

n—1
1
z(n) = 2"z 4+ Z 2" 1n (r—;— )

r=ng

Lo que quiere decir que:

— r+1
x(n) = exp (2”‘”0 Inxy + Z 2" " n ( 5 ))

r=ng

n—1
1
=exp (2" ™ Inxg) - exp (Z 2" n (T _5 ))

r=ng

n—1
n—mn, 1
— 35(2) 0 H (exp (ln (7‘—;— )))
r=ng
n—1 2n—r—1
n—mn, 1
()
r=ng
n—ng no + 1 2nin071 TLO + 2
— %o 2 2
n—1\2 (n)
. 5 5)

Veamos que el punto de equilibrio * = 0 es atractor y no uniformemente atractor.

2n—r—1

277,771072 2n7n073

S

Sea p > 0 tal que p < 1. Supongamos que |xg| < p. Se sigue que |zg| < 1. De donde,

lim 22" " = 0. Esto significa que lim x(n, ng, z¢) = 0. Lo que quiere decir que 2* = 0 es
atractor.

Supongamos que z* = 0 es uniformemente atractor. Esto significa que existe p > 0 tal
que para cada € > 0, existe N independiente de ng tal que para cada xy € R, si |zg| < u,
entonces |z(n, ng, xo)| < €, para cada n > ny + N.

Consideremos § > 0 tal que § < 'y ng € N tal que (ng + 1)d* > 2. Pongamos € = 1.
Sea xo € R tal que |zo| = d. De donde, |zo| < p. Pero, se sigue que:

1
x(no + 1,ng,x0) = <n0;— ) :cg

n0—|—1 2
(=)

|z(no + 1, ng, xo)|
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2.2. Estabilidad 1-dimensional

n0+1 2
()
1

= €.

v

Lo que quiere decir que existe n € Z, con n = ng + 1, tal que |x(n,ng,zo)| > ¢,
contradiccion. Esto significa que * = 0 no es uniformemente atractor.

Ejemplo 2.2.9. Sean r, 0 € S(Zy), ng € Zy y 19, 6y € R. Consideremos la ecuacion en
diferencias:

r(n+1)=+/r(n), >0
O(n+1)=+/2rm0(n), 0<60<2m, paracadan€cZ,. (2.2.4)

Se tiene que un punto de equilibrio de la ecuacion (2.2.4) es (r*,0*) = (1,0). Luego,
debido a que esta ecuacion en diferencias es no lineal de Tipo 4, por [19, Proposicion 2.2.1]
se realizan las sustituciones z;(n) = Inr(n), para cada n € Z, y z3(n) = Inf(n), para
cada n € Zy, lo que quiere decir que:

r(n+1) = \/@
Inr(n+1) = r(n)
z(n+1) = %zl(n), para cada n € Z,. (2.2.5)
O(n+1) = /2m6(n)
nO(n + 1) = In /270(n)
Z(n+1) = %( (27) + 29(n)), para cadan € Z;. (2.2.6)

Por [19, Proposicion 2.2.1], las soluciones de las ecuaciones en diferencias (2.2.5) y
(2.2.6), son de la forma siguiente:

Esto significa que:

r(n) = exp ((%)n In ro)

= (exp (In ro))( )"

= (7“0)2%

[ SIS
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2. Algunas formas de estabilidad

6(n) = exp ((%)n In 6y + In (27) (1 — 2n))

— (exp (1n60)) )" (exp (In (2m))) =27
= (60" (2m)' "

Veamos que el punto de equilibrio (r*,6*) = (1,0) no es estable pero si es atractor.

Se tiene que nh—>nolo r(n)=1y nh_)nolo 6(n) = 2m. Supongamos que 1o # 0y 6y = 0, se sigue
que (r(n),0(n)) = ((rg)> ",0). De donde, nh_)ngo(r(n), f(n)) = (1,0). Lo que quiere decir que
(r*,0*) = (1,0) es atractor.

Supongamos que (r*,6*) = (1,0) es estable. Esto significa que para cada € > 0, existe

§ > 0 tal quesi (rg,6p) € Ry ||(rg, 00)—(r*,0%)|| < 9, entonces ||(r(n),8(n))—(r*,6%)|| <,
para cada n > ng.

Pongamos € = 1. Se tiene que existe d; > 0 tal que si ||(ro, 0p) —(1,0)]| = ||(r0—1, 60)| <
1, entonces [|(r(n),8(n)) — (1,0)|| = ||(r(n) — 1,0(n))|| < ¢, para cada n > ny.

Sea (rog,0p) € R* con ry > 0y 0 < 6y < 2, tal que [|(rg — 1,6p)|| < 1. Esto implica
que |[(r(n) —1,0(n))|| < ¢, para cada n > ny. Lo que quiere decir que |f(n)| < 1, para
cada n > ngy. Se sigue que:

(00)* "(2m)* " <1
lim (6p)* "(2m)' 2" < lim 1.

n—oo n—o0

Esto significa que 27 < 1, contradiccion. Esto es, d; no puede existir, con lo que para
¢ = 1 no se cumple la definicién de estabilidad. Lo que quiere decir que (r*,0*) = (1,0) es
inestable.

Existe la posibilidad de que un punto de equilibrio de un sistema dindmico no atraiga de
forma local algunas iteraciones, pero atraiga globalmente a todas las iteraciones. Veamos
el ejemplo siguiente:

Ejemplo 2.2.10. Sean f : R — R una funcion y a € R*. Consideremos la funcién de la

forma siguiente:
—2z six <a,
fa(x) = {

0 siz>a.

Sea x € S(Z4). La ecuacion en diferencias definida por f, es x(n+1) = f,(z(n)), para
cada n € Z, y su solucién es de la forma siguiente:

2(n) = (—2)"zg s? (—2)”*1170 < a,
0 si(=2)""'zg>a,
para cada n € Z, con x(0) = x.

Se tiene que el Gnico punto de equilibrio de la ecuacion en diferencias es * = 0. Veamos
que x* = 0 es inestable y atractor global.
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2.2. Estabilidad 1-dimensional

) iy a

Figura 2.10: z(n + 1) = fa(x(n)).

» Caso 1: zp > a. Se sigue que x(n) = 0, para cada n > 1.

» Caso 2: zp < a. Existe k € N tal que (k) > a. Luego, xz(n) = 0, para cada n > k.
Veamos que para cada € > 0, existe N € N tal que si n > N, entonces |z(n)| < e.

Sea ¢ > 0. Pongamos N = k. Se sigue que n > k, entonces |z(n) — 0| < e. Esto
significa que lim z(n) = 0.
n— o0

De los Casos 1 y 2, se sigue que x* = 0 es atractor global.

Veamos que x* = 0 es inestable. Para esto, supongamos que z* = 0 es estable. Esto
significa que para cada € > 0, existe § > 0 tal que si zg € Ry |rg — 2*| < J, entonces
|z(n, ng, x9) — x*| < €.

Sea € > 0. Pongamos € = a. Se tiene que existe d, > 0 tal que si |xg| < J,, entonces
|z(n,ng, )| < €, para cada n > ng. Sea xzy € R, tal que |zg| < d,. Esto implica que
|z(n,ng, xo)| = |(—=2)"zo| < €, para cada n > ng. Lo que quiere decir que 2"z, < e,
contradiccion. Esto es, d, no puede existir, con lo que para ¢ = a no se cumple la definicion
de estabilidad. Lo que quiere decir que z* = 0 es inestable.

El Ejemplo 2.2.10 muestra que en algunos sistemas dindmicos discretos existen puntos
de equilibrio atractores que son inestables. Debido a que f, es discontinua en x = a,
es natural preguntarse si se puede construir en una dimensiéon un ejemplo que involucre
una funciéon continua con un atractor puntual global inestable. Mediante los siguientes
teoremas, podemos ver que esto no es posible.

Veamos el siguiente teorema que sera de utilidad en la prueba del resultado que le
sucede.
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2. Algunas formas de estabilidad

Teorema 2.2.11 (Criterio de estabilidad asintotica de puntos fijos de funciones no dife-
renciables [23]). Sean f : R — R una funcién continua, * € R un punto de equilibrio de
fya, be R. Se tiene que x* es asintoticamente estable si y s6lo si existe un intervalo
(a,b) que contiene a z* tal que f2(z) >z cona < a* <zy fi(r) <xconx <z* <D

Observemos que en el Teorema 2.2.11 no es necesaria la diferenciabilidad de la funcion
f. Luego, se tiene el siguiente:

Teorema 2.2.12. Si f : R — R es una funciéon continua, entonces f no puede tener un
punto de equilibrio atractor global inestable.

Demostracion. Supongamos que f tiene un punto fijo inestable z* que es un atractor
global. Se sigue que f?(z) = x s6lo tiene como solucién a x = z*.

Luego, es posible uno de los casos siguientes:

» Caso 1: f%(x) > z para cada v < z* y f*(x) < z para cada x > z*. Del Teo-
rema 2.2.11, se sigue que x* es asintéticamente estable, por lo que z* es estable,
contradiccion.

» Caso 2: f?(z) < x para cada x < z* y f?(x) > z para cada z > z*. Supongamos que
f?(z) > z para cada r > z*. Sea xg € R con zq > z*. De donde, f?(x¢) > zg > z*.
Lo que quiere decir que 2* < xg < f2(xq) < f4(zo) < ... Esto significa que f?"(z¢)
no converge a x* y z* no es atractor global, contradiccion.

Si f?(x) < x para cada x < z*, entonces la prueba es similar.

De los Casos 1 y 2, se tiene lo que se queria demostrar. |

Respecto al resultado obtenido en el Teorema 2.2.12, son necesarias la unidimensiona-
lidad y la continuidad para descartar la existencia de puntos de equilibrio inestables que
sean atractores globales. Por lo que existen ejemplos de funciones en k dimensiones con-
tinuas que tienen puntos de equilibrio inestables que son atractores globales. Un sistema
dindmico discreto bidimensional en el que ocurre esto es el modelo clasico de Hicks del
ciclo comercial [26].

2.3. Estabilidad de sistemas lineales

2.3.1. Sistemas lineales no auténomos

Sean x € Sk(Zy),ng € Zy y g € R*. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias
siguiente:

x(n+1)=A(n)x(n), =x(ng)=z9, paracadan€Z, con n > ng, (2.3.1)

con A € My, (S(Z+)) no singular.
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Recordemos que si ®(n) es una matriz fundamental de (2.3.1), entonces ®(n,m) =

®(n)®~!(m) es su matriz de transiciéon de estado [19, pag. 119].

Teorema 2.3.1. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias z(n+1) = A(n)z(n)
tal que z* = 0. Se tiene que el punto de equilibrio z* es:

Estable si y solo si existe M € RT tal que ||®(n)| < M, para cada n > ny.

Uniformemente estable si y solo si existe M € RT tal que ||®(n, m)|| < M, para cada
n >m > ng.

Asintoticamente estable si y solo si lim [|®(n)|| = 0.
n—o0

Uniformemente asintéticamente estable si y solo si existen M > 0y 0 < n < 1 tales
que |[|®(n,m)|| < Mn™ ™, para cada n > m > ng.

Demostracion. Suponemos que ®(ng) = I, debido a que las condiciones de los incisos (a)-
(d) de este teorema son vélidas para cada matriz fundamental si se cumplen para una de
ellas. Luego, x(n, ng, r9) = ®(n)xy, para cada n € Z, con n > ny.

(a)

Supongamos que z* = 0 es estable. Veamos que existe M € R* tal que [|®(n)|| < M,
para cada n > ng.

Sea € > 0. Debido a que x* = 0 es estable, existe 6 > 0 que depende de n, tal que
si g € RF y ||zg — 2*|| < 6, entonces ||z(n, ng, 7o) — x*|| < €, para cada n € Z, tal
que n > ng. Se sigue que € es cota superior de {||®(n)z|| : x € R* y [|z]| < 1}. Lo que
quiere decir que sup {||®(n)z| : € R* y ||z| <1} < e. Luego, §sup{[|[®(n)z|| : z €
RF y ||z < 1} < €. Esto es, sup{[|®(n)z| : € RF y 3||z]| < 1} < . Se sigue que
sup{[|[®(n)z|| : z € R* y [|z]| < 1} < &, con z = ;2. De donde, max{||®(n)z| : z €
RF y [|z]] < 1} < £. Por la Observacion 1.2.7, se tiene que ||®(n)|| < £. Pongamos

0
M= ¢,

Lo que quiere decir que ||®(n)|| < M, para cadan € Z,.

Reciprocamente, supongamos que existe M € R* tal que ||[®(n)|| < M, para cada
n > ng. Veamos que x* = 0 es estable. Sea ¢ > 0. Ahora, veamos que existe > 0, tal
que si ||zo|| < 6, entonces ||®(n)xy|| < €. Se tiene que:

[B(n)]| < M
| (n)aoll < Mlzol-

Luego, pongamos ¢ = ;7. Ahora, supongamos que ||zo|| < § y sea n > ng. Se sigue que
|zol| < §7. Esto es, M||zo|| < e. Debido a que ||®(n)|| < M, se tiene que ||®(n)zo|| < €.
Lo que quiere decir que x* = 0 es estable.

Supongamos que z* = 0 es uniformemente estable. Veamos que existe M € R* tal
que [|[®(n,m)|| < M, para cada n > m > ny. Debido a que z* = 0 es uniformemente
estable, se sigue que z* = 0 es estable. Por el inciso (a) de este teorema, se sigue
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2. Algunas formas de estabilidad

que existe M € RT tal que ||®(n)|| < M, para cada n > ng. Luego, [/ A(i) <
H?;nlo A(7). Esto significa que ®(n,m) < ®(n). Esto es, ||®(n,m)|| < ||®(n)|. Lo que
quiere decir que ||®(n,m)|| < M, para cada n > m > ny.

Reciprocamente, supongamos que existe M € R* tal que [|®(n,m)|| < M, para cada
n > m > ng. Veamos que x* = 0 es uniformemente estable. Sea € > 0. Ahora, veamos
que existe § > 0 que no depende de ng, tal que si ||xzg|| < J, entonces ||P(n)zy| < e.
Se sigue que:

[ (n, m)|| < M

o)) < | T] 4)
@) < M@ (m) ]
= M@, )] o]

= M?||o]l.

Pongamos § = 1. Supongamos que ||zl < & y sea n > ng. Se sigue que ||z < 37-
Debido a que ||[®(n,m)|| < M, se tiene que ||[®(n)zg|]| < €. Observemos que § no
depende de ng. Lo que quiere decir que z* = 0 es uniformemente estable.

Supongamos que z* = 0 es asintoticamente estable. Veamos que lim ||®(n)|| = 0.
n—oo

Debido a que z* = 0 es asintoticamente estable, se tiene que x* = 0 es estable y es

atractor. Por ser z* = 0 atractor, existe > 0 que depende de ng tal que si zp € R* y

llzo]| < m, entonces:
lim ®(n)xy = 0.

n—o0
Sea zy € RF con g # 0, tal que ||zo|| < 1. Por la propiedad que cumple 7, se tiene
que lim ®(n)zy = 0.
n—o0
Sea € > 0. Existe N € N tal que para cada n > N, se sigue que ||®(n)zo|| < €||xo]|, lo
que quiere decir que [|[®(n)|| < e. Esto es, nh_}rxolo ®(n) = 0. De donde, nll_)II;O |®(n)|| = 0.
Reciprocamente, supongamos que nh_}rgo |®(n)|| = 0. Probemos que x* = 0 es asintoti-

camente estable. Veamos que existe M € R™, tal que ||®(n)|| < M, para cada n > ny.
Sea € > 0. Debido a que lim ||[®(n)|| = 0, existe N € N tal que para cada n > N,
n—oo

se sigue que ||®(n)|| < e. Pongamos M =

Ik Sea n > ng. Obtenemos los casos
siguientes:

€
(N,

» Caso 1: ng > N. Se sigue que N < n. De donde, ||®(n)|| < e. Notemos que en
este caso ||P(N,n)|| = 1. Esto es, M = e. Asi, ||®(n)]| < M.

» Caso 2: ng < N. Se tiene que ng < n < N. En este caso, ||®(N,n)| > 0. Luego:
(N[ = [[@(n) - 2(N, n)|| = [[(n)[[[[ (N, n)].-

Debido a que ||®(NV)|| < €, obtenemos que [|®(n)|| <
[ (n)]| < M.

T Esto significa que
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2.3. Estabilidad de sistemas lineales

De los Casos 1y 2, tenemos que existe M > 0 tal que ||®(n)|| < M, para cada n > ny.
Lo que quiere decir que, por el inciso (a) de este teorema, z* = 0 es estable.
Luego, como lim [|®(n)|| = 0, se tiene que lim ®(n) = 0. Esto es, lim ®(n)zy = 0.

Lo que quiere decir que lim x(n,ng, o) = 0. Esto significa que z* = 0 es atractor.
n—o0

Por lo tanto, x* = 0 es asintoticamente estable.

Supongamos que z* = 0 es uniformemente asintoticamente estable. Veamos que existen
M >0y 0<n<1tales que | ®(n,m)| < Mn"™, para cada n > m > ngy. Se sigue
que x* = 0 es uniformemente estable y uniformemente atractor.

Debido a que x* = 0 es uniformemente estable, por el inciso (b) de este teorema, se
sigue que existe M € RT, tal que ||®(n,m)|| < M, para cada n > m > ny.

Por ser z* = 0 uniformemente atractor, existe y > 0 tal que para cada € > 0, existe
N € Z, que depende de € y no depende de ng tal que si ||xg — z*|| < p, entonces
|®(n,ng) — x*|| < ¢, para cada n > ng+ N.

Sea € > 0 tal que € < 1. Se sigue que existe N € Z, que depende de € y no depende de
ng tal que si ||xo|| < p, entonces ||®(n,ng)|| < €, para cada n > ng + N. Sea o € RF
con xy # 0 tal que ||zg|| < p. Luego, || ®(n,no)|| < €, para cada n > ng + N.

Sean m,n € Z, tales que n > m > ngy. Para cada n € [ng + mN,ng + (m + 1)N], se
tiene que:

| (r, m)[| < [|®(n,m0)]
= ||®(ng + N,ng) ®(ng +2N,ng + N) ®(ng + 3N, ng +2N) - - -
O (ng +mN,ng + (m —1)N) ®(n,ng + mN)||
< ||®(no + N, no)||||@(rno + 2N, no + N)|[||®(ng + 3N, ng + 2N)|| - - -
[ (n0 +mN,ng + (m = 1)N)[[[[@(n, ng + mN)|
< Me™
M( 1>(M+1)N

EN

€
_ Mn(m-i-l)N

< Mnnfno
< Mnn—m,

donde M = % yn= eV, para cada mN < n —ngy < (m+1)N.

Reciprocamente, supongamos que existen M > 0y 0 < n < 1 tales que |®(n,m)|| <

Mn"~—™ para cada n > m > ny.

Por el inciso (b) de este teorema, se tiene que z* = 0 es uniformemente estable.

Veamos que z* = 0 es uniformemente atractor. Es decir, veamos que existe u > 0

tal que para cada ¢ > 0, existe N que no depende de ng tal que para cada x € R”

con ||zg — x*|| < p, se cumple que ||z(n,ng, x9) — z*|| < €, para cada n > ng + N.

Pongamos ;1 = 1. Sea € > 0. Como 0 < 1 < 1, se sigue que lim 7" = 0, lo que quiere
n—oo
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2. Algunas formas de estabilidad

decir que existe N € N tal que n"¥ < 17 Sean m > ng y xg € R* tal que ||z < 1.
Sea n > ng + N. Se tiene que:

—n €
12 (n, no)ol| = [lwo[H|®(n, no) | < @ (n, o) || < Myp*™" < Mn™ < Mor=¢

Se sigue que ||®(n,ng)xo|| < €, para cada n > ng + N. Luego, ||z(n,ng, xo)|| < €, para
cada n > ng+ N. Lo que quiere decir que z* = 0 es uniformemente atractor.

Por lo tanto, x* = 0 es uniformemente asintéticamente estable.

De los incisos (a), (b), (¢) y (d) se sigue el resultado. |

Del teorema anterior, surgen los corolarios enunciados a continuacion.

Corolario 2.3.2. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias lineal (2.3.1). Se
cumplen las proposiciones siguientes:

(a) El punto de equilibrio * = 0 es estable si y solo si todas las soluciones del sistema de
ecuaciones en diferencias lineal (2.3.1) son acotadas.

(b) El punto de equilibrio z* = 0 es exponencialmente estable si y solo si z* = 0 es
uniformemente asintéticamente estable.

Demostracion. (a) La prueba se sigue del Teorema 2.3.1-(a).

(b) Supongamos que z* = 0 es exponencialmente estable. Se sigue que z* = 0 es unifor-
memente asintoticamente estable.

Reciprocamente, supongamos que x* = 0 es uniformemente asintéticamente estable.
Veamos que z* = 0 es exponencialmente estable. Por lo supuesto, existen M; > 0y
0 < n <1 tales que |®(n,m)|| < Myn"~"°, para cada n > m > ny.

Sean zy € RF tal que ||zg — z*|| < J y n > ny. Se sigue que:

[®(n, m)|| < Myn™™
| () (n, m)|| < {|®(m) [ My
[B(n)]| < MyMyn""
< .]\4’I7n_n07 con M = M2M1
[ (n)zol| < Mjzoln™ "

[2(n, 10, 20) — 2™ < M|g — z7[[n" ™.

Lo que quiere decir que x* = 0 es exponencialmente estable.

De (a) y (b) se sigue la prueba. |
Notar que en el Teorema 2.3.1-(c), siempre se cumple que lim ||®(n)|| = 0, por lo que
n—o0
para cada zy € R¥, se tiene que si ||z —2*|| < 1, entonces lim ||®(n)|| = 0. Por lo tanto,
n—oo

puede ser co. Ocurre algo similar con el inciso (d) del mismo teorema. De todo lo anterior,
se tiene el siguiente:
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2.3. Estabilidad de sistemas lineales

Corolario 2.3.3. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias lineal (2.3.1). Se
tiene que cada propiedad de estabilidad local del punto de equilibrio #* = 0 implica las
propiedades de estabilidad global correspondientes.

A continuacién se menciona un importante criterio para determinar la estabilidad
uniforme y la estabilidad asintotica uniforme respecto a la ecuacion (2.3.1).
Teorema 2.3.4. Sea z* = 0 un punto de equilibrio de la ecuacion (2.3.1). Se cumplen las

proposiciones siguientes:

(a) Si Zle la;;(n)] <1, con 1< j <k, para cada n > ng, entonces z* = 0 es uniforme-
mente estable.

(b) Si existe v > 0 tal que Y25 Ja;;(n)] <1 —wv, con 1 < j < k, para cada n > ny,
entonces z* = 0 es uniformemente asintéticamente estable.

Demostracion. (a) Supongamos que Zle la;j(n)] <1, con 1< j <k, para cada n > ny.
Sea n > ng. Se sigue que:

k
> lag(n) <1
=1
k
méx{z lai;(n)] 11 <5< k:} <1
=1

IAl, < 1.
Lo que quiere decir que ||Al[; < 1, para cada n > ngy. Luego:

I] A6)

i=m

|®(n,m)|ly = < [Am) [ [A(m + Dl - - A = 2)[1[[A(n = Dl <1,

1

para cada n > m > ng. De donde, por el Teorema 2.3.1-(b), el punto de equilibrio
x* = 0 es uniformemente estable.

(b) La prueba es similar a la del inciso (a) de este teorema.

De los incisos (a) y (b) se sigue el resultado. |

2.3.2. Sistemas lineales auténomos

Sean x € Sp(Z,), ng € Z,, 29 € R¥ y A € My, (R) no singular. Consideremos el siguiente
sistema de ecuaciones en diferencias:

z(n+1)=Az(n), x(ng) =x9, paracadan€Z, con n > ny. (2.3.2)
En el siguiente teorema se resumen los principales resultados de estabilidad para sis-

temas de ecuaciones en diferencias de la forma (2.3.2). Sin embargo, antes recordemos la
siguiente:
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2. Algunas formas de estabilidad

Definicion 2.3.5. Sea A € My, (R) no singular. Sea A € R un valor propio de A. Se
tiene que A es semisimple si su bloque de Jordan correspondiente es diagonal.

Notemos que debido a que A es constante, se sigue que ®(n) = A" " y si ng = 0,
entonces ®(n) = A" [19, pag. 127].

Teorema 2.3.6. Sea x* = 0 un punto de equilibrio de la ecuacion (2.3.2). Los siguientes
enunciados son verdaderos:

(a) El punto de equilibrio 2* = 0 es estable si y so6lo si p(A) < 1y los valores propios de
modulo unitario son semisimples.

(b) El punto de equilibrio 2* = 0 es asintoticamente estable si y solo si p(A) < 1.

Demostracion. (a) Sea A = P~'JP, donde P = [£1,&s,...,&], tal que &;, j € {1,...,k}
son los vectores propios de A y J = diag (Ji, Ja, ..., J,.), para cada r € {1,... k} es
la forma de Jordan de A y para cada j € {1,...,r}:

A 0 -~ 0
N1 oo 0

Ji= o L (2.3.3)
0O 0 0 --- 1
0O 0 0 --- N\

es el bloque de Jordan correspondiente a \; [19, pag. 147|.

Podemos suponer que ny = 0. Esto significa que ®(n) = A". Del Teorema 2.3.1-(a),
se tiene que z* = 0 es estable si y solo si:

[o(n)ll =A™ = [|[PTP| < M,

o bien, [|J"|| < M, donde M = W.

Recordemos que podemos escribir J; de la ecuacion (2.3.3) de la forma siguiente [19,
pag. 149

NOONT N ()N

N () D Vo (R P
Ji=1: : : :

0 0 0 (A

0 0 0 AP

Se tienen los casos siguientes:

» Caso 1: J" € My (R). Notemos que para que J!" sea acotada debe cumplirse
que |A\;| =1, o bien, |\;| < 1.

e Subcaso 1.1: |\;| = 1. En este caso el bloque de Jordan correspondiente a \;
es diagonal. Luego, |\;| es semisimple.
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2.3. Estabilidad de sistemas lineales

e Subcaso 1.2: |\;| < 1. Se sigue que cada valor propio de A es menor que 1,
en particular, p(A) < 1.

» Caso 2: J" ¢ My«1(R). Notemos que J; no es acotada si [A\;| > 10 |\;| = 1. De
aqui que, |A\;| < 1. De forma similar al Subcaso 1.2, se sigue que p(A4) < 1.

En ambos casos, se tiene que p(A) < 1y en caso de que existan valores propios \; de
modulo unitario, por el Subcaso 1.1, se tiene que son semisimples.

(b) Para verificar este enunciado se realiza un procemiento similar al del inciso (a) de este
teorema.

La prueba se sigue de los incisos (a) y (b). [

Ejemplo 2.3.7. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias (2.3.2) con:

5 1
2 Y3

A= 1 5
-1 =5 g
100
3

Determinemos la estabilidad del punto de equilibrio z* = 0. Se tiene que los valores
propios de la matriz A son A; = 0.561, Ay = —0.737 y A3 = —0.074. Luego, p(A) = 0.737 <
A. Por el Teorema 2.3.6, se sigue que z* = 0 es asintoticamente estable.

Criterio explicito para la estabilidad de sistemas de ecuaciones en diferencias
bidimensionales

Ahora, expresaremos resultados fundamentales en el anélisis de estabilidad del sistema
de ecuaciones en diferencias (2.3.2) para k = 2. Se hace énfasis en este caso en especi-
fico debido a que podemos utilizar algunos de los resultados que estudian la estabilidad
bidimensional a través de la naturaleza de los valores propios de la matriz de coeficientes.

Observacion 2.3.8. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias (2.3.2) para
k = 2. Sea x* un punto de equilibrio de (2.3.2). Se tiene que x* es asintoticamente estable
siysolosi|tr Al <14 detA < 2.

Demostracion. Consideremos la matriz A de la forma siguiente:
ai; Q2
A= :
Qo1  A22

Notemos que el polinomio caracteristico de A es el siguiente:

AN — (a1 + ag) A + (a11a92 — a12a91) =0
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2. Algunas formas de estabilidad

AN — (tr A)A +det A = 0.

Comparando la ecuaciéon anterior con el polinomio A2 + pyA + po = 0, se tiene que
p1 = —tr Ay ps = det A. Por los Teoremas 1.4.2 y 1.4.4, los valores propios de A estan
dentro del disco unitario si y sélo si:

1—trA+detA>0
1+trA+detA >0

1 —detA>0.
Lo que quiere decir que:
Itr Al <14 detA < 2. (2.3.4)
Luego, bajo la condiciéon (2.3.4), se sigue que z* es asintoticamente estable. ]

Ejemplo 2.3.9. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias (2.3.2) con:

-1 5
a=(213)
_% )

Determinemos la estabilidad del punto de equilibrio z* = 0. Notemos que tr A =1y
det A = % Esto significa que se cumple la condicion (2.3.4). Por la Observacion 2.3.8, se
sigue que z* = (0 es asintdticamente estable.

Teorema del Subespacio Estable

Respecto al caso general de la ecuacion (2.3.2), uno de los principales resultados referente
a estabilidad es el Teorema del Subespacio Estable, debido a que no se requiere que la
matriz A sea no singular.

Sea A\ un valor propio de A de multiplicidad m y sean &, &, ..., &, los vectores propios
generalizados correspondientes a A [19, pag. 148|. Para cada i € {1,2,...,m}, se sigue
que:
A& = NG
A& = A+ &

Lo que quiere decir que los &;, i € {1,...,m} son las soluciones de la ecuacion siguiente:
(A= X)™E =0,

donde J es la matriz de Jordan de Ay £ = [&1,&, ..., Eml-

El generado de los vectores propios generalizados correspondientes a A\ es invariante
bajo Ay es llamado espacio propio generalizado E) de A\. Notemos que si A\; # A, entonces
E\, N E,, = {0}, debido a que cada espacio propio generalizado contiene al vector cero.

Se dice que la matriz A es hiperbdlica si ninguno de sus valores propios estd en la
circunferencia unitaria. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias (2.3.2) tal
que A es hiperbodlica. Se ordenan todos los valores propios de A de tal forma que:
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2.3. Estabilidad de sistemas lineales

w Ay ={A, Ag, ..., A} tal que |\ < 1, coni e {1,...,r}
w Ay ={ N1, Mg, Ak p tal que [N > 1, coni € {r+1,...,k}.

Los espacios propios generados por los vectores propios correspondientes a los valores
propios en A, y A, son denotados como W?# y W, respectivamente.

Teorema 2.3.10 (Del Subespacio Estable). Consideremos el sistema de ecuaciones en
diferencias (2.3.2). Si A es hiperbolica, se tienen las siguientes afirmaciones:

(a) Siz es una soluciéon de (2.3.2), con z(0) € W?#, entonces x(n) € W*, para cadan € Z,

y
lim z(n) = 0.

n—oo

(b) Siz es una solucién de (2.3.2), con z(0) € W*, entonces z(n) € W*, para cadan € Z

y

lim x(n) = 0.
n——o0

Demostracion. (a) Sea x una solucion de (2.3.2) con z(0) € W*#. Debido a que AE) = Ej,
se sigue que AW*® = W*. Esto significa que x(n) € W*, para cadan € Z,.
Ahora, veamos que lim z(n) = 0. Debido a que z(0) € W*, se tiene que z(0) =

n—oo
Yoy i, donde los &, i € {1,...,r} son los vectores propios generalizados corres-

pondientes a los elementos de Ay y ¢; € R, i€ {1,...,r}.
Sea J = P7'AP la forma de Jordan de A. Luego, J puede escribirse como:

(1)

tal que J, y J, estan compuestas por los valores propios en A y A, respectivamente.

Se tiene que los vectores propios generalizados éi, ie{l,...,r} de Js son de la forma
& = P& = P Yay, ais, - - ., air, 0,0,...,0)7 [11, Lema 3.27]. Luego:
z(n) = A"z(0)

= PJ"P Zcz@

i=1
r

= Pjnzcigi

i=1

_P(O JTL)ZQ@
Jr &

Notemos que si lim J? = 0, entonces & =0, para cada i € {1,...,r}. Lo que quiere
n—oo

decir que lim x(n) = 0.
n—oo
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(b) Para verificar este resultado se realiza un procedimiento similar al del inciso (a) de
este teorema.

De los incisos (a) y (b) se tiene el resultado. |

Estabilidad de sistemas de ecuaciones en diferencias periédicos

En esta parte del documento, se retoman los sistemas de ecuaciones en diferencias no
autéonomos, que adicionalmente cumplen la condicién de ser peridédicos. Por este motivo,
se proporcionan definiciones y resultados relacionados a los sistemas de ecuaciones en
diferencias periodicos necesarios para comprender el teorema de estabilidad de los mismos.

Definicién 2.3.11. Sean = € Sp(Z,), ng € Zy, 19 € R¥ y A € My (S(Z,)) no singular.
El sistema de ecuaciones en diferencias:

z(n+1)=An)x(n), =x(ng) =z, paracadan€Z, conn > ng, (2.3.5)
es periddico si para cada n € Z,, se tiene que A(n + N) = A(n), para algin N € N.

Lema 2.3.12. [11, pag. 155] Para un sistema de ecuaciones en diferencias periodico (2.3.5),
son validas las siguientes afirmaciones:

(a) Si ®(n) es una matriz fundamental, entonces ®(n + N) es una matriz fundamental.
(b) ®(n+ N) = ®(n)C, donde C' € My (R) es no singular.
(c) ®(n+ N,N) = ®(n,0).

Teorema 2.3.13. [11, pag. 155] Para cada matriz fundamental ®(n) de (2.3.5) existe una
matriz no singular periodica P € My (S(Z+)) de periodo N tal que:

para cada n € Z,.

Definiciéon 2.3.14. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias periodico (2.3.5).
Se tiene que:

(a) A la matriz C = BY, que se puede hallar utilizando el Lema 2.3.12-(b), se le conoce
como matriz de monodromia de (2.3.5).

(b) Los valores propios A de B son conocidos como exponentes de Flogquet de (2.3.5).

(c) A los valores propios A\ de BY se les llama multiplicadores de Floquet de (2.3.5).

Del Teorema 2.3.13, se sigue que si ®(n) = ®(n,ng) es una matriz fundamental de
(2.3.5), entonces existe una matriz B tal que sus valores propios son los exponentes de
Floquet A y existe una matriz periodica P(n) = P(n,ng), tal que ®(n,ng) = P(n,nq)B",
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donde P(n + N,ng) = P(n,ng). Luego, notemos que B™ es acotado si y solo si [\ < 1,

de aqui que ®(n,ny) es acotado. Por el Teorema 2.3.1-(a), el punto de equilibrio z* = 0

es estable. Adicionalmente, lim B™ = 0 si y solo si |[A| < 1, lo que quiere decir que
n—oo

lim ®(n,ny) = 0. Por el Teorema 2.3.1-(c), el punto de equilibrio * = 0 es asintéticamente
n—oo

estable. Lo anterior se resume a continuacion.

Teorema 2.3.15. Sea z* = 0 un punto de equilibrio del sistema de ecuaciones en diferen-
cias periodico (2.3.5). Se tiene que:

(a) El punto de equilibrio 2* = 0 es estable si y solo si los exponentes de Floquet A de
(2.3.5) cumplen que |A| < 1.

(b) El punto de equilibrio z* = 0 es asintoticamente estable si y solo si los exponentes de
Floquet A de (2.3.5) cumplen que |\ < 1.

Del Teorema 2.3.15, se deriva el corolario escrito a continuacion, que es primordial en
el analisis de las propiedades de estabilidad de los sistemas de ecuaciones en diferencias
periodicos.

Corolario 2.3.16. Sea z* = 0 un punto de equilibrio del sistema de ecuaciones en dife-
rencias periddico (2.3.5). Los siguientes argumentos son validos:

(a) El punto de equilibrio 2* = 0 es estable si y solo si los valores propios de la matriz
C=A(N—1)A(N —2)--- A(0) son de moédulo menor o igual que 1.

(b) El punto de equilibrio z* = 0 es asintoticamente estable si y solo si los valores propios
de la matriz C' = A(N — 1)A(N — 2)--- A(0) son de modulo menor que 1.

De lo anterior, se tiene que para conocer la estabilidad de los sistemas de ecuaciones
en diferencias auténomos (2.3.2), los valores propios de A son determinantes, en contraste,
en los sistemas de ecuaciones en diferencias no autéonomos periodicos (2.3.5) es necesario
analizar los exponentes de Floquet.

Ejemplo 2.3.17. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias (2.3.5) con:

0 24 (—1)"
2

Notemos que la matriz A(n) es de periodo 2. Se tiene que los valores propios de A(n)
son A\jg = :|:‘/7§. De aqui, p(A) = \/75 < 1. Se tiene que:

3
2
i) (
y % Por el Corolario

Lo que quiere decir que los multiplicadores de Floquet son
2.3.16-(a), se tiene que x* = 0 es inestable.

B?=C = A(0)A(1) = (

= O

Nl O
O NI
N——
I
R
O =
~lo O

1
1

49



2. Algunas formas de estabilidad

Del Ejemplo 2.3.17, podemos observar que no es necesario calcular la solucion explicita
de un sistema de ecuaciones en diferencias periddico para determinar su estabilidad, ya que
esto se puede realizar de una manera considerablemente més simple utilizando el Corolario
2.3.16.

2.4. Analisis del espacio fase

Otra forma de analizar la estabilidad de los sistemas de ecuaciones en diferencias auto-
nomos bidimensionales es mediante diagramas para representar el espacio fase. Para ello,
consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias (2.3.2) para k = 2:

z(n+1) = Ax(n), x(ng) =z, paracadan €Z, con n > ny, (2.4.1)

donde A € Myyo(R) es no singular de coeficientes constantes.

Recordemos que z* € R? es un punto de equilibrio de (2.4.1) si Az* = z*, o bien
(A—1I)x* = 0. Luego, si A—1I es no singular, entonces z* = 0 es el tnico punto de equilibrio
del sistema de ecuaciones en diferencias (2.4.1). En contraste, si A— I es singular, entonces
existe una familia de puntos de equilibrio. En este caso, podemos realizar el cambio de
variable y(n) = z(n) — z* en el sistema (2.4.1) obteniendo el sistema y(n+1) = A(n)y(n),
que resulta ser equivalente a (2.4.1). Con esto, se tiene que las propiedades de estabilidad de
un punto de equilibrio x* # 0 son las mismas que si fuera x* = 0. Por ello, en esta seccién,
podemos asumir que x* = 0 es el tinico punto de equilibrio del sistema de ecuaciones en
diferencias (2.4.1).

Sean z, y € So(Zy) y J = P'AP la forma de Jordan de la matriz A de (2.4.1), donde
P, J € Mays(R) son no singulares. Sean \;, Ay los valores propios de A. Dependiendo de
la naturaleza de A\; y Ao, se sigue que la matriz J puede tener una de las formas canénicas
siguientes:

s J= (% o) si A # A con A, A €R.

» J=(}})encasodeque\; =Xy =Acon\eR.

. J:(_aﬁg) si se cumple que A, Ay € C tales que Ay = a+1i8y Ay =a —if con q,
PeR, S#0

Si hacemos:

xz(n) = Py(n), paracadan € Z,, (2.4.2)

se tiene que (2.4.1) se transforma en el sistema de ecuaciones en diferencias siguiente:

y(n+1) = Jy(n), paracadan € Z,. (2.4.3)

Notemos que si z(0) = zg es la condicion inicial de (2.4.1), entonces y(0) = yo = P~ zy.
Observemos que las propiedades de los sistemas de ecuaciones en diferencias (2.4.1) y
(2.4.3) son las mismas. Antes de proseguir con el método, veamos las siguientes definiciones.
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2.4. Analisis del espacio fase

Definiciéon 2.4.1. Sea y* un punto de equilibrio de (2.4.3). Se dice que y* es un nodo si
todas las trayectorias cercanas al punto de equilibrio convergen a este de forma monétona.
Dependiendo cémo sean los valores propios de la matriz J, el nodo puede clasificarse en
diferentes categorias:

» Nodo asintdéticamente estable: Esto sucede cuando |A;|, |Ao| < 1.
» Nodo repulsor: Esto sucede cuando |Aq], [Aa| > 1.

= Nodo degenerado: Esto ocurre si al menos uno de los valores propios A, Ay tiene
magnitud igual a 1.

= Nodo inestable: Esto sucede si existe al menos un valor propio A, A2 con magnitud
mayor que 1.

Definicion 2.4.2. Sea y* un punto de equilibrio de (2.4.3). Se tiene que y* es un punto
silla si algunas trayectorias cercanas al punto de equilibrio convergen hacia él, mientras
que otras divergen de él. Esto ocurre si |[A1| > 1y |A2| < 1, o viceversa. Este tipo de punto
de equilibrio es inestable.

Definicién 2.4.3. Sea y* un punto de equilibrio de (2.4.3). Decimos que y* es un foco
si las trayectorias cercanas a y* convergen o divergen de manera oscilatoria. Esto sucede
cuando A1, Ay € C con parte real no nula:

» Foco asintéticamente estable: Esto ocurre si [A\], [A2| < 1.
» Foco inestable: Esto sucede cuando |Aq], [Aa| > 1.

Definicion 2.4.4. Sea y* un punto de equilibrio de (2.4.3). Se tiene que y* es un centro si
todas las trayectorias cercanas al punto de equilibrio no convergen ni divergen del punto
de equilibrio, indicando que las soluciones son periodicas. Esto ocurre cuando A\; = Ay =1
y no hay parte real dominante. Este tipo de punto de equilibrio es estable.

El objetivo de esta seccion es realizar el diagrama del espacio fase de (2.4.3) depen-
diendo de la forma de la matriz .J, comenzando con el valor inicial yo = ({3 ) en el plano
y1y2 v de forma similar a los diagramas de Cobweb [19], se continia dibujando la érbita

O(yo) = {y(n,0,90) : n € Z}. Se tienen los siguientes casos:

» Caso 1: J = (AO1 )?2). Con esta matriz, el sistema (2.4.3) es de la forma siguiente:

yn+1) = ()(\)1 ;\)) y(n), paracadan € Z,.
2

n

/\01 Aog ) Yo. Lo que quiere decir que (yl("g ) = </\?ym > De otro modo:

y2(n A Y20

vor= () ()
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Y2

Figura 2.11: A\; > Ay > 1, nodo inestable.

Y2

n

Figura 2.12: A\; = 1, Ay < A\;, nodo degenerado.
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2.4. Analisis del espacio fase

Y1

Figura 2.13: A\ < Ay < 1, nodo asintéticamente estable.

e Subcaso 1.1: |A1| > |A2|. En las Figuras 2.11 y 2.12, se muestran las posibles
opciones de este subcaso.

e Subcaso 1.2: |A;] < |Ag|. En las Figuras 2.13 y 2.14 podemos observar las
distintas posibilidades de este subcaso.

» Caso 2: J = () }). Sustituyendo J en el sistema de ecuaciones en diferencias (2.4.3),
se tiene que:

yn+1) = <8 i\) y(n), paracadan € Z,.

De donde, y(n) — ()xon n):\nnfl ) Yo. Esto Signiﬁca que <z;gn;> — ()\"y10+n)\n—1y20>' Lo

n A"y20
que quiere decir que:

ya(n) _ AN"Y20 _ Y20 _ AYao
yi(n)  Ayo +nA"lyag  yio+ Ky20  AYio + 10

Notemos que lim 32(”) = 0. En las Figuras 2.15, 2.16 y 2.17 se puede observar el

n—yoo Y1(1)
comportamiento de las soluciones dependiendo del valor que tome .

» Caso 3: J = (_O‘ﬂ g) Se sigue que el sistema (2.4.3) es de la forma siguiente:

yn+1) = (_aﬂ g) y(n), paracadan € Z,.
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Y2

n

Figura 2.14: 0 < A\; < 1, Ay > 1, punto silla.

Y2

Figura 2.15: 0 < A\; = Ay > 1, nodo repulsor.
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Y2

‘\\
\

hn

\\
\

Figura 2.16: Ay = Ay < 1, nodo asintéticamente estable.

Y2

n

Figura 2.17: Ay = Ay = 1, nodo degenerado. Todos los puntos en el eje y; son puntos de
equilibrio.
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Recordemos que podemos escribir o« = Aj cos (w), 5 = Aisen (w), Ay = /a2 + (2 y
w=tan"! (g) De aqui que la solucion general [19, pag. 90| esta dada por (Z;EZ;) =

|>\1 |n < c¢1 cos (nw)+casen (nw)

—crsen (nw)+ca cos (W)> con ¢, ¢ € R. Sustituyendo los valores iniciales y;(0) =

Y10 ¥ Y2(0) = y20, obtenemos que ¢; = 419 ¥ 2 = y20. Luego, se sigue que:

y1(n) = [A1|" (Y10 cos (nw) + yaosen (nw))
y2(n) = [\ |"(—yi08en (nw) + yao cos (nw)). (2.4.4)

Pongamos cos () = 22 y sen () = 220 con 1y = VY3 + y3- Se tiene que:

y1(n) = |\|"ro cos (nw — )

y2(n) = |A|"resen (nw — 7).

Si sustituimos las ecuaciones anteriores en el sistema de ecuaciones en diferencias
(2.4.4), se obtiene la solucién en coordenadas polares y es de la forma siguiente:

r(n) = ro[A|"
0(n) = —(nw — ).

Nuevamente, dependiendo del valor de |\{|, se tienen los subcasos siguientes:
e Subcaso 3.1: |A1| < 1. Tenemos un foco asintoticamente estable, como podemos
observar en la Figura 2.18.

e Subcaso 3.2: || = 1. En este subcaso hay un centro cuyas orbitas son circulos
de radio ry, como es mostrado en la Figura 2.19.

e Subcaso 3.3: [A;| > 1. Aqui hallamos un foco inestable, como se muestra en la
Figura 2.20.

Notemos que hasta ahora tnicamente se han realizado los diagramas del espacio fase
para el sistema de ecuaciones en diferencias (2.4.3) en el plano y;y,. Sin embargo, utilizando
(2.4.2) se pueden realizar los correspondientes diagramas del espacio fase en el plano
x1To para el sistema de ecuaciones en diferencias (2.4.1). En los ejemplos mostrados a
continuacion se ilustra este método.

Ejemplo 2.4.5. Realicemos el diagrama del espacio fase del sistema de ecuaciones en
diferencias (2.4.1) con:

11
A:( )
11

Los valores propios de A son A\; = % VA = % Luego, los vectores propios correspon-

dientes a A; y Ay son & = (2) y & = (2), respectivamente. Esto significa que:

30 2 2
-1 —J =12 _
P AP =J = (0 %) , donde P = (1 _1> .
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Y2

T

Figura 2.18: |A\;| < 1, foco asintéticamente estable.

Y2

n

Figura 2.19: |A\;| = 1, centro estable.
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Y2

Figura 2.20: |A;| > 1, foco inestable.

Notemos que los valores propios de J son reales y distintos, tal que uno de ellos es mayor
que 1 y el otro es menor que 1. Por esto, el diagrama del espacio fase de y(n+1) = Jy(n)
es similar al de la Figura 2.14, por lo que el punto de equilibrio es un punto silla. En la
Figura 2.21 podemos observar el diagrama del espacio fase del sistema canénico de este
ejemplo.

Como ya se habia mencionado, para hallar el diagrama del espacio fase correspondiente
en el plano xixs, utilizamos el hecho de que z(n) = Py(n). Podemos establecer la relacion
entre el sistema -y, y el sistema x1-z5 observando que (}) en el sistema y;-y, corresponde
a P(})= (%) en el sistema ;-5 y (9) en el sistema y;-y, corresponde a P (9) = (%)
en el sistema x1-75. Notemos que el eje y; se rota mediante §; = tan™! (%) hacia el eje x
y el eje x5 se rota con fy = tan™! (—%) hacia el eje x5. Adicionalmente, el punto inicial
(130) = (§) en el sistema y;-yo corresponde al punto inicial (72) = P(§) = (%) en el
sistema x1-Ts.

En la Figura 2.22, se muestra el diagrama del espacio fase del sistema de ecuaciones
en diferencias original. Notemos que el eje x; esta dado por ¢&§; = (%¢) y el eje x5 es de la
forma c& = (2¢) con ¢ € R.

Ejemplo 2.4.6. Realicemos el diagrama del espacio fase del sistema de ecuaciones en
diferencias (2.4.1) con:
1 3
(1) 245

Los valores propios de A son A\; = 14++/3i y Ay = 1 —+/3i. De aqui que el vector propio
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Y2
i d
\
K]
L >
f L L L 4 y1
. 7
[ ;
LI1E ]
A
J0d
Figura 2.21: Punto silla en el sistema candnico.
E]
T

Figura 2.22: Punto silla en el sistema original.
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hn

Figura 2.23: Foco inestable en el sistema canoénico.

correspondiente a A\ es & = (‘/3) = (\63) +4 (). Lo que quiere decir que:

7

PAP = J = (_1/5 ¢1§)  donde P = (? (1)) .

Consideremos que ({0 ) = (_01% ) En la Figura 2.23 se muestra la érbita del punto

inicial. Notemos que por la forma de los valores propios y por ende, de la matriz .J, nos
encontramos en el Subcaso 3.3. De donde, 7 = \/y%, + y3, = = M =1/12+ (\/3)2 =2,
w = tan~! (g) =tan"!' (v3) = Z y v = tan™! <%) = . Lo que quiere decir que la
solucion del sistema de ecuaciones en diferencias es la siguiente:

1

— M= —(2") = 2n74
() = roAuJ" = (2"
n
6(n) :”y—nw:w——w.
3
De forma similar al ejemplo anterior, se tiene que el punto inicial (§3)) = —01% en

el sistema y;-y» corresponde al punto inicial (79) = P (‘()1%) = (?), como podemos
observar en la Figura 2.24. En contraste con el Ejemplo 2.4.5, aqui no se necesita realizar
una rotacion en los ejes.

Ejemplo 2.4.7. Realicemos el diagrama del espacio fase del sistema de ecuaciones en
diferencias (2.4.1) con:

I

I
N\
O NI
= O




2.5. Método directo o segundo método de Liapunov

T3

P

Ny

Figura 2.24: Foco inestable en el sistema original.

Los valores propios de A son \{ = Ay = A = % de multiplicidad 2. Luego, los vectores
propios corresponientes a A son & = (3) v & = (). Lo que quiere decir que:

PlAP =J = 5 1 donde P = L0
=J= 1 onde P = . (2.4.6)
0 3 0 1

Consideremos que (¥29) = (3). Observemos que los valores propios de J son iguales y
menores que 1, por lo que nos encontramos en el Caso 2 y el diagrama del espacio fase
de y(n + 1) = Jy(n) se muestra en la Figura 2.25. Ahora, para pasar al sistema x-x9
nuevamente podemos utilizar el hecho de que z(n) = Py(n). Sin embargo, debido a que P
es la matriz identidad, el diagrama del espacio fase del sistema de ecuaciones en diferencias

original es el mismo que el del sistema canoénico.

2.5. Meétodo directo o segundo método de Liapunov

El método directo de Liapunov fue presentado por primera vez por Aleksandr Liapunov
en 1892 en su obra titulada “Probléme général de la stabilité du mouvement”. En este
trabajo, Liapunov introdujo un nuevo método para investigar la estabilidad de ecuaciones
diferenciales no lineales. En su publicacion, Liapunov formulé el concepto de la funciéon de
Liapunov y demostré cémo se podia utilizar para determinar la estabilidad asintotica de
un sistema sin necesidad de resolver las ecuaciones diferenciales del mismo. Este enfoque
revoluciono el analisis de estabilidad al proporcionar un criterio general basado en la teoria
de funciones escalar. Por todo esto, es considerado como una de las principales herramien-
tas de la teoria de la estabilidad. El método depende de encontrar ciertas funciones con
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Y2

n

Figura 2.25: Nodo asintoticamente estable en el sistema canénico.

valores reales, llamadas funciones de Liapunov. Sin embargo, el principal inconveniente del
método directo reside en determinar la funcién de Liapunov correcta para una ecuaciéon
dada. Entonces, surge el problema de crear algtin procedimiento formal que conduzca, a la
forma explicita de varias funciones de Liapunov y, como consecuencia de esto, a las corres-
pondientes condiciones de estabilidad. Una vez obtenidos los resultados que establezcan
las condiciones de estabilidad, podemos elegir la méas 1til para el sistema de ecuaciones en
diferencias en cuestion.

Por todo lo anterior, en esta seccidon, estudiamos varios tipos de estabilidad de un
sistema de ecuaciones en diferencias auténomo mediante el segundo método de Liapunov,
adaptandola al caso discreto.

Adicionalmente, se utiliza lo referente al método directo de Liapunov para analizar la
estabilidad de las ecuaciones en diferencias de Volterra. En la actualidad, esta teoria es
practicamente inexistente, debido a que sélo existen unos pocos articulos que tratan de
la teoria de la estabilidad para la solucién numérica de ecuaciones integrales e integrales
diferenciales generales de Volterra y la mayoria de ellos estan dedicados al anélisis de
estabilidad de ecuaciones en diferencias lineales de Volterra con coeficientes constantes o
de tipo de convolucién [8].

Sea x € Si(Z.). Consideremos la ecuacion en diferencias autonoma siguiente:
z(n+1) = f(xz(n)), paracadan € Z,, (2.5.1)

donde f : G — R* es continua y G C R¥ tal que G es continuo (compacto y conexo).

Definicién 2.5.1. Sean k € Ny V : R¥ — R una funcién. La variacion de V relativa a
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(2.5.1) es definida como AV (z) = V(f(x)) — V(z). Observemos que:

=V(z(n+1)) —V(x(n)), paracadan€Z,.

Notemos que si AV(z) < 0, entonces V' es mondtona decreciente en el conjunto de
soluciones de (2.5.1).

Definicién 2.5.2. Sean k € N, H CRF y V : H — R una funcién. Se dice que V es una
funcion de Liapunov en H de (2.5.1) si se cumplen las condiciones siguientes:

(a) La funcion V' es continua en H.
(b) Siz, f(x) € H, entonces AV (x) <0.

Definicién 2.5.3. Sean k € N, V : R¥ — R una funciéon y 2* € R* un punto de equilibrio
de (2.5.1). Se dice que V' es definida positiva en z* si:

(a) V(z*)=0.

(b) V(x) > 0, para cada « € B(z*,v) con x # z*, para algan vy > 0.

A continuaciéon se analiza el Teorema de estabilidad de Liapunov. Sin embargo, an-
tes se proporciona un esquema geométrico de la prueba y la explicacion del mismo. Por
simplicidad, asumimos que el sistema (2.5.1) es plano y que x* = 0 es el tnico punto de
equilibrio.

Supongamos que (2.5.1) tiene una funcién de Liapunov definida positiva V' que esta
definida en la bola B(n). La Figura 2.26 ilustra la grafica de V' en un sistema de coor-
denadas tridimensional, mientras que en la Figura 2.27 se observan las curvas de nivel
V(z1,29) = c de V en el plano.

Sea € > 0. Se tiene que B(e€) contiene algunas de las curvas de nivel de V, digamos
V(z) = é. Luego, existe 0 < 6 < € tal que la curva de nivel V(x) = é contiene a la bola
B(6). De aqui, si una solucion z(n, 0, x¢) inicia en ¢ € B(d), entonces V() < é. Debido
a que AV (x) < 0, se tiene que V es una funcién monotona decreciente a lo largo de las
soluciones de (2.5.1). Lo que quiere decir que V(z(n)) < V() < é& para cada n € Z,.
De esta forma, la solucion x(n,0,xg) siempre permanecera dentro de la bola B(e). Esto
significa que x* = 0 es estable.

Teorema 2.5.4 (Estabilidad de Liapunov). Sean k € N, H C R* z* un punto de equilibrio
de (25.1) y V : H — R una funcién. Si V' es una funciéon de Liapunov para (2.5.1)
en una vecindad H de x* y V es definida positiva con respecto a z*, entonces x* es
estable. Adicionalmente, si AV (z) < 0, cuando z, f(z) € H y x # x*, se tiene que z*

es asintoticamente estable. Ademas, si G = H = R* y | 1‘1|’m V(x) = oo, entonces z* es
Z||—00

asintoticamente estable global.
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Vi(zy, o)

€Ty
¥

Figura 2.26: Funcién de Liapunov cuadréatica.

9

I

Figura 2.27: Curvas de nivel.
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Demostracion. Supongamos que V' es una funciéon de Liapunov para (2.5.1) en una vecin-
dad H de x* y V es definida positiva con respecto a z*. Veamos que z* es estable.

Sea a1 > 0 tal que B(z*,ay) C G N H. Debido a que f es continua, se tiene que:

existe ap > 0 tal que si x € B(z", ay) entonces f(x) € B(z*, aq). (2.5.2)

Sea € > 0 tal que € < ap. Sea ¥ : R — R tal que:

U(e) =min{V(z): e < ||z —z"|| < ai}. (2.5.3)

Notemos que ¥ es continua y U(0) < ¥(e). De aqui, por el Teorema del valor inter-
medio, existe 0 < § < € tal que ¥(0) < ¥(6) < U(e). Luego, si ||z — z*|| < J, entonces
V(z) < U(e).

Veamos que para cada € > 0, existe § > 0 tal que para cada zy € R”, si ||zg — 2*| < 6,
entonces ||z(n) — x*|| < €, para cada n € Z,. Para probar esto, supongamos lo contrario.
Esto es, existen zp € R* tal que ||zg — 2*]] < § y m € N tal que [|x(m) — z*| > e
debido a que ||zg — z*|| < J, se sigue que zy € B(x*,0). Por esto y por el hecho de que
d < e < ag, se tiene que xg € B(x*, ay). Por (2.5.2), obtenemos f(x¢) = z(1) € B(z*, ay).
Esto es, ||z1 — z*|| < a;. Por otra parte, sélo es posible que ||z1 — z*|| < € o ||z1 — z*|| > €.
Supongamos que |[z; — z*|| > €. Lo que quiere decir que ¢ < ||z; — 2% < ay. Por
(2.5.3), se tendria que ¥(e) < V(xy). Pero como la funciéon V' es monotona decreciente
se sigue que V(z1) < V(xp). De aqui que ¥(e) < V(xzg). Por otra parte, debido a que
zo € B(x*,0) y V(x) < ¥(e), obtenemos que V' (zy) < ¥(e), contradiccion. Por lo tanto,
si ||z1 — 2*|] < €, entonces x; € B(z* €). De forma similar, se puede verificar que para
cada r € {1,...,m — 1}, z(r) € B(z*¢€), o bien ||z(r) — 2*|] < e. Luego, debido a
que z(m — 1) € B(x*e) C B(z* 1), se sigue que z(m) € B(z* a;). De aqui que,
U(e) < V(x(m)). Sin embargo, V(xz(m)) < V(z(m —1)) <--- < V(xy) < V(zg) < U(e),
contradiccion. Lo que quiere decir que z* es estable.

Ahora, veamos que z* es asintoticamente estable. Esto es, x* es estable y es atractor.
Resta probar que z* es atractor. Supongamos que si z, f(x) € H y z # z*, entonces
AV (z) < 0. Pongamos n = §. Sea zy € R” tal que ||xg — z*|| < 1. Debemos demostrar
que JLIEO x(n) = x*. La prueba se hara por contradiccion. Para esto, supongamos que

{z(n)} no converge a z*. Como ||zg — z*|| < 7, se sigue que zy € B(z*,7n). De donde
z(n) € B(z*,n), para cada n € Z,. Puesto que lim z(n) # z* y {x(n)} es convergente,
n—oo

existe y € R¥ con y # x*, tal que lim z(n) = y. Luego, existe una subsucesion {z(n;)}
n—oo

que converge a y. Dado que y # z*, existe £ C B(x*,a;) tal que E es una vecindad
abierta de y tal que 2* ¢ E, para cada x € E. Luego, definimos una funcion h : £ — R
como h(x) = % Notemos que h es continua y h(z) < 1 para cada x € E. Ahora, si
v € (h(y),1), entonces existe a > 0 tal que si x € B(y, «), entonces h(z) > 7. De aqui

que, para n; suficientemente grande, se sigue que:

V(f(x(n:))) <AV((n = 1)) <*V(e(n —2)) < - < 9™ V(o).
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Lo que quiere decir que lim V(z(n;)) = 0. Como V es continua, lim V(z(n;)) = V(y).
1 n—o0

n;—00

Se sigue que V(y) = 0. Asi, y = 2*, contradiccion. Por lo tanto, lim z(n) = x*.
n—oo

Finalmente demostremos que x* es asintoticamente estable global. A las hipotesis an-

teriores agregamos los supuestos de que G = H = RF y | lﬁ'm V(z) = oo. Resta probar
T||—o0

que x* es atractor global. Para esto, basta demostrar que todas las soluciones son acotadas
y repetir el argumento anterior. Nuevamente se buscara llegar a una contradiccion.

Supongamos que existe una solucion x(n) tal que no es acotada. De aqui que, z(n)

contiene una subsucesion {z(n;)} tal que lim z(n;) = co. Como lim V(z) = oo, se
ni—00 Jal|—»00

sigue que lim V(z(n;)) = co. Esto es una contradiccion, debido a que V(zg) > V(z(n;)),
N; — 00

para cada ¢ € Z,. Con lo que se concluye que z* es asintoéticamente estable global. |

Otro resultado relevante es el que se presenta a continuacién, el cual involucra a solu-
ciones acotadas y es necesario escribirlo como un teorema distinto.

Teorema 2.5.5. Sean k € Ny V : R¥ — R una funcién. Si V es una funcién de Liapunov

en el conjunto {z € R* : ||z|| > a}, para algin a > 0y | 1‘1"m V(z) = oo, entonces todas
Z||—00

las soluciones de (2.5.1) son acotadas.

Demostracion. Supongamos que V es una funcion de Liapunov en el conjunto {x € R :

|z|| > a}, para algin a > 0y | lﬁ'm V(z) = oo. Veamos que todas las soluciones de
Z||—00

(2.5.1) son acotadas.

Debido a que V(xz(n+1)) es no creciente y no es definida negativa, existe L > 0 tal que
lim V(xz(n)) = L. Realizaremos la prueba por contradiccion. Supongamos que existe una
n—oo

sucesion {x(n)} tal que no es acotada. De aqui que existe una subsucesion {x(n;)} tal que

lim x(n;) = co. Lo que quiere decir que lim V(z(n;)) = oo, que es una contradiccion,
T;—>00 n;—00

debido a que lim V(z(n)) = L. Por lo tanto, todas las soluciones de la ecuacion (2.5.1)
n—oo

son acotadas. [ |

A continuacién analizamos un sistema de ecuaciones en diferencias en el que, con
algunas condiciones, es posible utilizar los dos teoremas anteriores para determinar la
estabilidad del mismo.

Sea z € S(Z, ). Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias de segundo orden:
az(n —1)
1+ Bz2(n)’

donde o € Ry 3 > 0. Esta ecuacién es conocida como ecuaciéon con retraso y es comin
en ciertas aplicaciones donde se modelan procesos dindmicos con memoria o dependencia
temporal, como en sistemas biol6gicos, econémicos o en teoria de control.

r(n+1)= para cadan € Z, con n > ny, (2.5.4)

Calculando los puntos de equilibrio de (2.5.4), obtenemos z} = 0y 255 = +, /O‘T_l.

Recordemos que podemos transformar la ecuacion (2.5.4) en un sistema de ecuaciones en
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diferencias bidimensional [19, pag. 137|. De aqui que, realizando los cambios de variable
y1(n) = z(n — 1) y y2(n) = x(n), se sigue que:

yi(n+1) = ya(n)

ayi(n)

van+1) = 1 + By3(n)

Consideremos la estabilidad del punto de equilibrio y; = (0,0). La primera elecciéon de
una funciéon de Liapunov podria ser V(yi,2) = yi + y5. Notemos que V es continua y
definida positiva en R2. Se tiene que:

AV (y1(n), y2(n)) = yi(n+ 1) + y3(n+ 1) — y7(n) — y3(n)
— n +(““ )—ﬁw—£m>

1+ Bys(n
. Y B
(1"‘592( )) yl( )
- (e ) e (255)
< (a® = 1)yi(n). (2.5.6)

Debido a que | lﬁm V(z) = oo, por el Teorema 2.5.5 todas las soluciones son acotadas.
Z||—00

Notemos que si a? > 1, el origen no es el tinico punto de equilibrio. Adicionalmente, de
(2.5.6) no se puede garantizar que AV < 0. Por todo esto, no podemos utilizar el Teorema
de Estabilidad de Liapunov para concluir algo acerca de la estabilidad de (2.5.4).

Por otra parte, supongamos que o? < 1. Observemos que en este caso, el origen es
el tnico punto de equilibrio de (2.5.4). Luego, por (2.5.6), AV < 0. Si AV < 0, por el
Teorema de Estabilidad de Liapunov (Teorema 2.5.4), se sigue que el punto de equilibrio
es asintOticamente estable, como se muestra en la Figura 2.28. En cambio, si AV = 0,
nuevamente no se puede concluir nada de la estabilidad del sistema de ecuaciones en
diferencias utilizando el Teorema de Estabilidad de Liapunov (Teorema 2.5.4).

Esta situacién es comin que ocurra en problemas de Ingenieria y Ciencias, por lo que
se necesita realizar un analisis méas detallado. Esto se puede lograr mediante el Principio
de Invarianza de LaSalle. Antes de realizar esto, veamos la siguiente:

Definicion 2.5.6. Un conjunto A es positivamente invariante si O(xy) C A, para cada
xo € A.

Debido a que este documento s6lo se consideran conjuntos positivamente invarian-
tes, nos referimos a ellos tnicamente como invariantes. Notemos que O(xg) y £2(x) son
invariantes.

El siguiente lema responde a la pregunta de bajo qué condiciones §)(xy) es no vacio
para un zo € R* dado.
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2

(—0.9,0.8) (0.9,0.8)

7

(—0.9, —0.8) (0.9, —0.8)

Figura 2.28: Punto de equilibrio asintéticamente estable.

Lema 2.5.7. Consideremos la ecuacion (2.5.1). Sean zg € R* y (z) el conjunto de todos
los puntos de acumulacion de . Los siguientes argumentos son ciertos:

a

(c

(a)
(b)
)
)

Qo) = M2 Unzo A/ (20)} = M2 UnZifz(n) ).
Si f7(z¢) = yo con j € N, entonces Q(yo) = Q(z).

Q(xg) es cerrado y es invariante.

(d) Sila orbita O(zg) es acotada, entonces 2(zg) es no vacia y es acotada.

Demostracion. (a) Sea y € Q(zg). Se sigue que existe una subsucesion {n;} de N tal que

lim f™ =y. De donde, y € U, ,{f"(z0)}, para cada i € Z,. Lo que quiere decir que

v e N2 U ).

Seay € (N—y Ur—.{f™(x0)}. Se tiene que y € |J,— {f"(x0)}, para cada i € Z,. Luego,

existe una subsucesion {n;} C Ntal que n; < n;;1, paracadai € Ny |ly—f"(zo)|| < %

Se sigue que lim ||y — f™(zo)| < 0. De aqui que lim f"(zy) = y. Por lo tanto
1—00 n;—00

y € Q(x0).

Supongamos que f7(xy) = yo con j € N.

Sea y € Q(yo). Por definicion, existe una subsucesion {n;} de N tal que lim f"(yp) =
y. Debido a que yo = f7(xp), podemos escribir f"i(yo) = f™(f7(z0)) :l]?’iioﬂ(xo). De
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aqui que lim f"1J(xy) = y. Esto implica que y es un punto de acumulacion de la
n;—r00

7

sucesion {f™(xo)}, lo que quiere decir que, y € Q(zy).

Sea y € (zg). Se sigue que existe una subsucesion {n;} de N que cumple que
hm f™(xo) = y. Queremos mostrar que y € (yo). Para ello, podemos expresar n; co-

ni—r

mo n; = m; + j, tal que lfm m; = co. Entonces, f™ (o) = fMit(xg) = f™i(f7(x0)) =

f™i(yo). Esto implica que hm f™(yo) =y y por lo tanto y € Q(yo).

(c) Por el inciso (a) de este lema, se tiene que Q(zo) = ;=g U, {f"(20)}. Luego, como la
cerradura de un conjunto es cerrada y la interseccion arbitraria de cerrados es cerrada,
se sigue que §2(xq) es cerrado.

Veamos que €2(zg) es invariante. Sea y € €(zg). De aqui que existe una subsuce-

sion {n;} de N tal que lim f"(xy) = y. Debido a que f es continua, tenemos
Nn;—r00

lim f(f™(x)) = lUm f"™(zg) = f(y). Lo que quiere decir que f(y) € Q(zo).

n;—00 N —00

Por lo tanto, Q(zg) es invariante.

(d) Supongamos que O(zg) es acotada. De aqui que existe una constante M > 0 tal que:

/M (x0)]] < M para todon € Z,.

Luego, O(x) es acotado. Como Q(zg) C O(xg), se sigue que Q(zg) es acotado.

Para verificar que (o) es no vacia, es posible utilizar el Teorema de Bolzano-
Weierstrass, el cual establece que cualquier conjunto acotado en R¥ tiene al menos
un punto de acumulacion. En este caso, como O(xg) es acotado, la sucesion {f™(xg)}
también es acotada, lo que implica que existe una subsucesion {f™(zq)} que converge
a algtin punto y € R*. Luego, y por definicién es un punto de acumulacion de { f(zo)},
lo que significa que y € Q(zg). Por lo tanto, Q(x) es no vacio.

De los incisos (a), (b), (¢) y (d) se sigue la prueba del lema. |

Definicién 2.5.8. Sean k € N, G C R* y V : G — R una funcién de Liapunov definida
positiva en G. Definimos los siguientes conjuntos:

(a) E={z € G:AV(z) =0}.
(b) M =UD, tal que D C E es invariante.

Teorema 2.5.9 (Pincipio de Invarianza de LaSalle). Sean k e N, G CRFy V : G — R
una funcion de Liapunov definida positiva para (2.5.1). Se tiene que para cualquer solucion

acotada x de (2.5.1) tal que x(n) € G para cada n € Z,, existe una constante c tal que
lim z(n) € M NV~1(c).

n—oo

Demostracion. Sea x € S(Z,) una solucion de (2.5.1) con z(0) = xo, tal que x es acotada
y z(n) € G para cada n € Z,. Como la solucién z es acotada, O(xg) es acotada. Luego,
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por el Lema 2.5.7-(a), Q(z) es no vacia. Ademas, Q(xy) C G. Lo que quiere decir que
existe y € Q(xp), tal que lim z(n;) = y, para alguna subsucesion n; € N. Debido a que V'
n;—>00

es una funcién de Liapunov y es definida positiva, se sigue que es decreciente y es acotada
inferiormente, esto implica que lim V(z(n)) = ¢, para alguna constante c¢. Ahora, por la
ﬁ

continuidad de V, se sigue que hm V(z(n;)) = V(y) y por ende, V(y) = c¢. De aqui que
V(QUzo)) = {c}. Luego, Q(zg) C V (o).

Por otra parte, como V(y) = ¢, AV(y) = 0 para cada y € (z¢). Lo que quiere decir
que Q(zo) C E. Por el Lema 2.5.7-(c), Q(z0) es invariante, entonces (zq) C M.

Por lo tanto, lim z(n) € Q(zy) C M NV ~1(c). |
n—oo

ahora con el Principio de Invarianza de

Nuevamente analicemos la ecuacion (2.5.4),
= {(y1,92) € R* : AV(y1,92) = 0}. Luego,

LaSalle (Teorema 2.5.9). Se tiene que F
consideremos los casos siguientes:

» Caso 1: a® = 1. De la ecuacion (2.5.5), se tiene que:

AV 0) = (g~ 1) 0

Notemos que cuando y; = 0, AV (y1,y2) = 0, para cada valor de yo € R. Ahora,
cuando yo = 0, AV (y1,y2) = 0, para cada valor de y; € R. Se tiene que estas dos
situaciones ocurren en los puntos ubicados en los ejes x y y del plano xy. De aqui que
E consiste en todos los puntos en los ejes x y y. Consideremos que (y1(0),y2(0)) =
(a,0). Se derivan dos subcasos:

e Subcaso 1.1: a = 1. Sesigue que 41 (1) = 0y y2(1) = a, luego y1(2) = ay y2(2) =
0. Lo que quiere decir que todas las soluciones que inicien en cualesquiera de
los ejes son de periodo 2y M = F.

e Subcaso 2.2: o« = —1. Se sigue que O(a,0) = {(a,0),(0,—a), (—a,0),(0,a)}.
Esto es, cada soluciéon que inicie en alguno de los ejes es de periodo 4y M = E.

Debido a que M = FE en ambos subcasos, el Principio de Invarianza de LaSalle
(Teorema 2.5.9) confirma que las soluciones no se alejan de E. Sin embargo, no
necesariamente convergen a un punto especifico dentro de este conjunto, puesto que
el sistema exhibe un comportamiento periédico. De aqui que todas las soluciones
oscilan entre (a,0), (—a,0),(0,a) o (0,—a). Lo que quiere decir que el origen no es
asintoticamente estable.

» Caso 2: a? < 1. En este caso se tiene que E es igual al eje y y M = {(0,0)}. Luego,
debido a que M es un solo punto, todas las soluciones convergen al origen. Como ya
se habia mencionado en el anélisis anterior, el origen es asintoéticamente estable. En

la Figura 2.28 se muestra el diagrama del espacio fase para a = %
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» Caso 3: a® > 1. Nuevamente, bajo este supuesto tampoco se puede concluir nada
acerca de la estabilidad de la solucién mediante el Principio de Invarianza de LaSalle.
Esto significa que la estabilidad es indeterminable.

Es preciso mencionar que en ocasiones, algunas observaciones intuitivas simples hacen
que sea més sencillo verificar que un punto de equilibrio no es asintoticamente estable.
Veamos el siguiente:

Ejemplo 2.5.10. Sean x1, x5 € S(Zy). Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones
en diferencias:

z1(n + 1) = 2w9(n) — 2z5(n)zi(n)

1
ra(n+1) = §£C1<7”L) +x1(n)z3(n), paracadan €Z, conn > ng. (2.5.7)

Calculando los puntos de equilibrio del sistema (2.5.7), hallamos que son (0, 0), ( %, %)

2
1 1
y (—ﬁ, —7§>~
Analicemos la estabilidad del origen. Consideremos a V(x1,22) = 2% + 423 como la
funciéon de Liapunov para este ejemplo. Se tiene que:

[\

AV (z1(n), z9(n)) = 23(n 4+ 1) + 425(n + 1) — 21(n) — 423(n)

2

gu1(n) + a1 (n)ag(n) | — wi(n) — 4a;(n)

n) — 8xi(n)z3(n) + 4y (n)a3(n) + 21(n) + dai(n)z3(n)
+dzi(n)ay(n) — xi(n) — da;(n)
= dai(n)z3(n) + 4zi(n)ay(n) — 427 (n)z3(n)

)5

(
(n)(z1(n) + z3(n) — 1).

= [23(n) — 2x2(n)zi(n)]* + 4

= 42%(n)z

Notemos que si 2% + 22 < 1, entonces AV (z1,25) < 0. Consideremos que zg = (§),
para cada a € R. En este caso, todas las soluciones que inicien en xy son periddicas de
periodo 2 y O(zy) = {(§), (g)} Ahora, si g = (?), para cada a € R, nuevamente
todas las soluciones son periddicas de periodo 2. Lo que quiere decir que el origen no
puede ser asintdticamente estable. Sin embargo, como AV (xy,z5) < 0, por el Teorema de
Estabilidad de Liapunov, este punto de equilibrio es estable, como podemos observar en
la Figura 2.29.

Por otro lado, si 22 + 22 > 1, la estabilidad es indeterminable.
Ya hemos estudiado resultados y ejemplos que analizan la estabilidad y estabilidad

asintotica de las soluciones, ahora nos enfocamos en hallar las condiciones en las funciones
de Liapunov bajo las cuales el equilibrio es inestable.

Teorema 2.5.11. Sean z* = 0 un punto de equilibrio de (2.5.1), B(n) una bola de radio
n >0y V:B(n) — R una funcién de Liapunov. Si AV es definida positiva en B(n) y
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i)

(—0.4,0.3) (0.4,0.3)

——vs o * %

I

(—0.4,—0.3) (0.4, —0.3)

Figura 2.29: Punto de equilibrio estable.

existe una sucesion {a;} en B(n) tal que lim a; = 0y V(a;) > 0, para cada i € N, entonces
1—00

z* = 0 es inestable.

Demostracion. La prueba se realiza por contradiccion. Supongamos que AV es definida

positiva en B(n) y existe una sucesion {a;} tal que lima; =0y V(a;)) > 0y 2" =0 es
1— 00

estable.

Debido a que AV es definida positiva en B(n), por definicion, se sigue que AV (x) > 0,
para cada z € B(n) con z # 0y AV(0) = 0. Sea € > 0 con € < 7. Luego, como z* = 0 es
estable, existe d > 0 con 0 < € tal que para cada xo € B(n):

Si ||zo|| < 6, entonces ||z(n,0,z0)|| <€, para cadan € Z,. (2.5.8)

Como llm a; = 0, sea xy = a;, para algin j € N, tal que =y € B(§). Adicionalmente,

notemos que AV(IO) > 0y |lzo|| < 6. Luego, por (2.5.8), se tiene que O(xg) C B(e),
asi O(zy) C B(e) C B(n). De donde, O(z) es cerrado y acotado y asi compacto. Luego,
V(O(xp)) es compacto, en particular es acotado. Esto implica que V(z(n)) es acotado
superiormente. Ademas, como V' (x(n)) es creciente, se sigue que lim V(z(n)) = ¢, para
n—oo
algin ¢ € R. Dado que AV > 0, lim V(z(n)) > V(xp). Como V(zy) > 0, se tiene que
n—oo

lim V(z(n)) > 0.

Por otra parte, de forma similar que en la prueba del Principio de Invarianza de La-
Salle (Teorema 2.5.9), se puede demostrar que lim x(n) = 0. Por la continuidad de V,
n—oo
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lim V(z(n)) = 0, contradiccion. De aqui que el supuesto de que z* = 0 sea estable es
n—oo

falso.

Por lo tanto, x* = 0 es inestable. |

Ejemplo 2.5.12. Sean x1, x5 € S(Zy). Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones
en diferencias:

x1(n + 1) = 4wy(n) — 2w9(n)zi(n)

zo(n+1) = %xl(n) + z1(n)zi(n).

Analicemos la estabilidad del punto de equilibrio z* = (0, 0). Consideremos a V' (xy, z5) =
2% 4+ 1622 como la funcién de Liapunov. Se sigue que:

AV (x1(n), z2(n)) = 23 (n + 1) + 1623(n + 1) — 23(n) — 1625(n)

= [4ao(n) — 2w9(n)23(n)]? + 16 %$1(TL) + z1(n)z3(n)
—ai(n) — 1623(n)

= 321(n) + 16ziz(n)z3(n) + 4oy (n)a3(n)

>0, con xz(n)#D0.

De aqui, AV es definida positiva. Por el Teorema 2.5.11, el origen es inestable.

Desarrollo del método directo de Liapunov

Sean k € Ny V : R* — R una funciéon. Consideremos la forma cuadrética [18, pag. 11]
siguiente:

kook
V(z) =2"Br = Z Z bijxiz;, (2.5.9)
i=1 j=1

para cada x € R¥ con x = (21, 79,...,23)7, donde B € Mj»1(R) es simétrica.

Definicion 2.5.13. Sean k € Ny B € M;(R) una matriz simétrica. Se dice que B es
definida positiva si para cada z € R¥, se tiene que 7Bz > 0siz # 0y 27Bx = 0 si
xz=0.

Definicion 2.5.14. Sean k € Ny B € Mj,(R) una matriz simétrica. La matriz B es
semidefinida positiva si para cada x € R¥, se cumple que 27 Bz > 0.

Notemos que la matriz B es definida positiva si y solo si para cada z € R* se tiene
que:

(a) Six # 0, entonces V(x) > 0.
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(b) Siz =0, entonces V(z) = 0.

El Criterio de Sylvester es la prueba mas sencilla para determinar si una matriz es
definida positiva. Antes, veamos la siguiente:

Definicién 2.5.15. Sean k € R*¥ y B € My (R). Para cada m € R¥ con 1 < m < k,
la m-ésima submatriz principal de B es la submatriz de tamano m x m formada a partir
solo de las primeras m filas y las primeras m columnas de B. El determinante de esta
submatriz se conoce como el m-ésimo menor principal.

La demostracion del siguiente teorema puede hallarse en [14, pag. 3.

Teorema 2.5.16 (Criterio de Sylvester). Sea B € My, (R) una matriz simétrica. Se dice
que B es definida positiva si y s6lo si todos sus menores principales son positivos.

Ejemplo 2.5.17. Sean V : R* — R una funcién. Consideremos la forma cuadrética
V(x) = 2T Bz, donde B € M3,3(R) y esta dada de la forma siguiente:

En este caso, las submatrices principales de B son (3), (3 2) y B. Sus menores principa-

les son det(3) = 3, det (32) = 11 y det B = 8. Notemos que todos los menores principales
son positivos, de aqui que por el Criterio de Sylvester (Teorema 2.5.16), B es definida
positiva. Luego, para x = (x1, 2, xg)T, se sigue que:

V(x) = 323 + 5a3 + 25 + 41139 — 27973 > 0,
para cada x # 0y V(0) = 0.
Observemos que para k = 3, se tiene que dado V' de la forma V' (z) = az? + bx3 + cx3 +

dx179 + ex123 + froxs, podemos escribir V(z) = 27 Bz, donde:

B—

ol Q
N~ Sl
O Nl

De aqui que un resultado 1util es el siguiente:

Teorema 2.5.18. [12| Sean k € Ny B € My.,(R) una matriz simétrica. Se tiene que B
es definida positiva si y solo si todos sus valores propios son positivos.

Proposicién 2.5.19. Sea V : R? — R definida como:
V(zy,x9) = ar? + bxyxy + cx, (2.5.10)

con 4ac — b* > 0. Se tiene que:
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(a) V es definida positiva si y solo si a > 0.

(b) V es definida negativa si y solo si a < 0.

Demostracion. La funcion V se puede asociar con la forma cuadrética V = 27 Qz, donde
r = (r1,72) v @ estd dada por la matriz simétrica:

(1)

En este caso, las submatrices principales de @ son (a) y @. En consecuencia, sus
. . 2 .
menores principales son det(a) = a y det(Q) = ac — bz. Como 4ac — b* > 0, se sigue que

ac — % > (. Esto implica que det(Q) > 0.

o wie

(a) Supongamos que V' es definida positiva. Es decir, @) es definida positiva. Luego, segin
el criterio de Sylvester (Teorema 2.5.16), ) es definida positiva si y solo si todos sus
menores principales son positivos. De aqui, det(a) > 0. Por lo tanto, a > 0.

Reciprocamente, supongamos que a > 0. En consecuencia, todos los menores princi-
pales de @ son positivos. Por el Criterio de Sylvester (Teorema 2.5.16), @ es definida
posiriva. Asi, V es definida positiva.

(b) La prueba se demuestra con un procedimiento similar al del inciso (a).

De los incisos (a) y (b) se sigue el resultado. |

Ejemplo 2.5.20. Sean x;, 5 € S(Z). Consideremos el sistema de ecuaciones en dife-
rencias siguiente:

ri(n+1) = —%xl(n),

1
zo(n+1) = —gl‘g(n), para cadan € Z,.

Analicemos la estabilidad del punto de equilibrio (z7,z3) = (0,0).

Proponemos la funcion candidata de Liapunov de la forma (2.5.10). Se sigue que:

AV (21(n), 22(n)) = a (—%xl(n)>2 +b (—%xl(n)) (-%@(n)> +e (—%xg(n))Q

— (azi(n) 4 bz (n)z2(n) + cx3(n))

a o b C o 2 2
= 23 ) + L (m)aaln) + Cadln) — an) — b (0)aa() — ex(n)
_ G — 1) axi(n) + % — 1) bri(n)za(n) + (% - 1) cry(n)
3a , 5b 8¢ ,
= —le(n) — Eml(n)m(m - §x2(n)
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b

8¢ ,
1 5 z1(n)xe(n) + —$2(n)) : (2.5.11)

9

Notemos que si elegimos a, ¢ > 0 y b = 0, por la Proposicién 2.5.19, V' es definida
positiva. Adicionalmente, por (2.5.11), AV < 0. Por lo tanto, hemos podido hallar una
funcion candidata V(zy,75) = az? + crd que cumple las condiciones del Teorema de
Estabilidad de Liapunov (Teorema 2.5.4) garantizando con esto que el punto de equilibrio
(0,0) es asintéticamente estable.

Teorema 2.5.21. [20] Sean k € N, B € My, (R) una matriz simétrica y A1, Ag, ..., Ak
sus valores propios. Si definimos:

Amin = min{| ;| : 1 <i <k}

Améx = p(B)a

se sigue que Amm|lz||? < V() < Aaxllz||?, donde V(z) = 2TBx y || - || es la norma
euclidiana.

Sean B € My (R) una matriz simétrica definida positiva y V : R* — R con V(x) =
2?7 Bz una funcion de Liapunov de (2.3.2), se tiene que:

AV (z(n)) =V(z(n+1)) — V(z(n))
(Ax(n))" B(Az(n)) — 2

T(n)ATBAz(n) — 27 (n)Bx(n)

(ATBA — B)xz(n), paracadan € Z,.

" (n)Bz(n)

Esto significa que AV < 0 si y solo si:
ATBA - B =-C, (2.5.12)

donde C' € My, (R) es definida positiva.

A la ecuacion (2.5.12) se le conoce como ecuacion de Liapunov del sistema de ecuaciones
en diferencias (2.3.2). El argumento anterior establece una condiciéon suficiente para la
estabilidad asintotica de la solucion cero de (2.3.2). También es una condicién necesaria,
como se puede ver en el siguiente resultado:

Teorema 2.5.22. Sea x* un punto de equilibrio de (2.3.2) tal que z* = 0. Se tiene que
x* es asintoticamente estable si y solo si para cada C' € My (R) simétrica y definida
positiva, la ecuacion (2.5.12), tiene tnicamente una solucion B € My« (R) que también
es simétrica y definida positiva.

Demostracion. Supongamos que x* = (0 es asintOticamente estable. Sea C' € My, (R) una
matriz simétrica y definida positiva. Veamos que la ecuacion de Liapunov (2.5.12) tiene
tinicamente una solucién B. Para esto, multipliquemos la ecuacion (2.5.12) por (AT)" por
la izquierda y por A" por la derecha, donde r € N, con lo que obtenemos:

(AT)T+1BAT’+1 o (AT)T‘BAT’ _ _(AT)TCAT.

76
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Estamos tratando de obtener una expresion explicita para B, por lo que realizamos lo

siguiente:
n n

> (AT HBAT — (AT BAT) = =) (AT)CA" (2.5.13)

r=0 r=0
Notemos que en el lado izquierdo de la ecuacién (2.5.13) tenemos una suma telescopica,
de aqui que:
> (AT BA — (AT BAT] = [A"BA - B] + [(AT)’BA’ — A"BA]
r=0
44 [(AT)n-i-lBAn-i-l _ (AT)nBAn}
_ (AT)n+1BAn+1 — B.

Con lo que la ecuaciéon (2.5.13) se reduce a:

(AT)n+lBAn+1 _B=— Z(AT)TOAT

r=0

Tomando el limite en ambos lados de la ecuacién anterior:

lim [(A")""'BA™' = B] = — lim Y (A")CA"
r=0

n—oo n—oo
; . T\n+1 n+17 __ Ty\r T
lim [B — (AT)"™BA™!] = Z%(A JTCA”. (2.5.14)

Por otra parte, del Teorema 2.3.6-(b), se tiene que p(A) < 1. De aqui que p(AT) < 1.
Luego, lim (AT)"*'!BA"*! = 0. Lo que quiere decir que la ecuacion (2.5.14) queda de la
n—oo

forma:

B = io:(AT)’“CA’“. (2.5.15)

Notemos que B es simétrica y definida positiva. Veamos que B =Y 2 (AT)"C A" esta
bien definida, es decir, la serie de la ecuacion (2.5.15) converge. Debido a que p(A4) < 1,
existe una norma inducida por un vector en R* tal que ||AT| < 1y [[A]| < 1 (|15, Pag.
345]). Se tiene que:

dATycAr| <> ATy
r=0 r=0

<A e - AT
r=0

<A lel - 1Al
r=0
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Z I AADT - 1AL
= [Ic]] Z(H(AT)II A"

Debido a que ||[(A")]| - ]|A]| < 1, la serie del lado derecho de la ecuacién anterior es una
serie geométrica, de aqui que:

oo

Z(AT)TCAT

r=0

1

< . .
<1l T

Lo que quiere decir que la serie B = "2 (AT)"C' A" converge. Notemos que (2.5.15)
es una solucion de (2.5.12). Demostremos que esta solucién es tnica. Supongamos que
existen By, By € My, (R) que satisfacen la ecuacion de Liapunov:

ATBlA - Bl =-C y ATBQA - BQ =-C.

De aqui que:
ATBIA— B, — (ATByA— By) =0
AT(B) — By)A — (B) — By) =0
AT(By, — By)A = By — Bo.

Esto implica que B; — By = 0. Por lo tanto, By = Bs.

La prueba del reciproco es inmediata. |

Notemos que segin el teorema anterior, el punto de equilibrio z* = 0 de (2.3.2) es
asintoticamente estable si (2.5.12) tiene una solucién B tunica, simétrica y definida positiva

para algunas matrices definidas positivas C. De hecho, puede ocurrir que C' = I, donde
I es la matriz identidad de tamano k x k. En este caso, una solucion de (2.5.12) es de la

forma siguiente:
B = Z(AT)’!’AT
r=0

Corolario 2.5.23. Consideremos la ecuacion (2.3.2). Si p(A) > 1, entonces existe una
matriz B € My, (R) simétrica que no es semidefinida positiva tal que (2.5.12) se cumple
para alguna matriz C' € My, (R) definida positiva.

2.6. Estabilidad mediante aproximaciones lineales

El método de linealizacion es uno de los enfoques mas antiguos de la teoria de la estabilidad.
Su utilidad es ampliamente reconocida en Ingenieria y Ciencias, especialmente en el disefio
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2.6. Estabilidad mediante aproximaciones lineales

y anélisis de sistemas de control y mecanismos de retroalimentacion, debido a que este
método permite simplificar el estudio de sistemas no lineales, facilitando asi su anélisis de
estabilidad. El método de linealizacion fue desarrollado inicialmente por los matematicos
Aleksandr Liapunov y Oskar Perron, quienes aportaron sus propias perspectivas a la teoria
de la estabilidad de ecuaciones diferenciales [11].

En esta seccion, nos enfocamos en adaptar el enfoque de Perron para abordar el anélisis
de sistemas no lineales descritos por ecuaciones en diferencias. Este enfoque nos permite
explorar como la linealizacion puede utilizarse en situaciones que requieren la utilizacion
del tiempo discreto.

Sea y € Sg(Z,). Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias no
lineal:

y(n+1) = A(n)y(n) + g(n,y(n)), paracadan € Z,, (2.6.1)

utilizando su componente lineal:
z(n+1) = A(n)z(n), paracadan€Z,, (2.6.2)

donde A € M1 (S(Zy)), paracadan € Z, y g : Nx G — R¥ es una funcién continua, tal
que G C RF. El sistema de ecuaciones en diferencias (2.6.1) puede ser interpretado como
una perturbacion de (2.6.2), donde la funcion g de (2.6.1) puede representar la perturbacion
ocasionada por el ruido, la imprecision en las medidas y otras perturbaciones externas,
dependiendo de la situacion.

El sistema (2.6.1) puede surgir cuando se linealizan ecuaciones en diferencias no lineales
de la forma:
z(n+1) = f(n,z(n)), paracadan € Z,, (2.6.3)

donde f : N x G — RF, tal que G C R*, es continuamente diferenciable en el punto de

equilibrio y* € R¥, es decir, g—; existe y es continua en una vecindad abierta de y* con

y*
1<i<k.

Linealizacién

Ahora, describimos el método de linealizacion aplicado al sistema (2.6.3). Antes de desa-
rrollarlo, mencionamos la siguiente definiciéon que es necesaria a lo largo de esta seccién.

Definicion 2.6.1. Sea g : N x RF — RF. Se dice que Hhhm g(n,y) = o(]ly||) si para cada
y[|—0

e > 0, existe § > 0 tal que para cada y € R*, si |ly|| < d, entonces g(n,y) < €l|ly||, para
cadan € Zy.

Definicién 2.6.2. Sea g : N x R¥ — R*. Se dice que lim g(n,y) = o(||y||) de manera

lyl—0
uniforme si para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que para cada y € R, si ||y|| < &, entonces
g(n,y) < €lly||, para cada n € Z,.
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2. Algunas formas de estabilidad

Escribamos a la funcién f dada en (2.6.3) de la forma f = (fi, f2,..., fx)?. Se tiene
que:

0fi(n0) 9fi(n0) . 9fi(n0)
ofaln0)  9fstm0) o12l0)

2", 2(n, 2(n,

af(na y) _ af(na O) _ oY1 Oya e OYg

W o dy : : :

8fk (H,O) 8fk(n70) e 8fk(n70)

oy Oy2 Oyi,

of (n,z*

Por simplicidad, ==5- ) se denota como Df(n,z*). Pongamos y(n) = z(n) — x*, para
cada n € Z,, de aqui que, si lo sustituimos en (2.6.3), se tiene que:

yn+1) = f(n,y(n) +27) — 2" (2.6.4)
Luego, la funcion f(n,y(n)+z*) se expande en torno a z* utilizando la serie de Taylor:

f(nyy(n) +2%) = f(n,2") + Df(n,z%) - y(n) + -
~z"+ Df(n,x*)-y(n)+---

Sustituyendo en la ecuacion (2.6.4), se sigue que:
y(n+1) = Df(n,2") - y(n),
lo que quiere decir que:
y(n+1) = Df(n,x")y(n) + g(n,y(n)),
donde g(n,y(n)) = f(n,y(n) +z*) — 2" = Df(n,z")y(n).

Notemos que si ponemos A(n) = Df(n,z*), entonces obtenemos (2.6.1). De los su-
puestos de f, podemos concluir que si ||y|| — 0, entonces g(n,y) = o(||y||).

Observemos que en caso de que z* = 0, se sigue que:

g(n,y(n)) = f(n,y(n)) — Df(n,0)y(n)
= f(n,y(n)) — A(n)y(n).

Es preciso mencionar que un caso relevante del sistema de ecuaciones en diferencias
(2.6.3), es cuando este es auténomo, es decir:

yn+1)= f(y(n)), paracadan € Z,. (2.6.5)

Este sistema lo podemos escribir como:
y(n+1) = Ay(n) + g(y(n)), para cadan € Z,, (2.6.6)

donde A = f'(0) es la matriz Jacobiana de f en 0y g(y) = f(y) — Ay. Dado que f es
derivable en 0, se sigue que si ||y|| — 0, entonces g(y) = o(y). De forma equivalente:

i I _
lyll—o ||yl
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Observacion 2.6.3. Tengamos en cuenta lo siguiente:

(a) Ya sea que la linealizacion se trate de un punto de equilibrio no trivial * # 0 o de un
equilibrio trivial z* = 0, se sigue que g(n,0) = 0 (g(0) = 0) para cada n € Z,. Por
tanto, la solucion cero de (2.6.1) corresponde al punto de equilibrio z* alrededor del
cual linealizamos.

(b) Si se desea estudiar un punto de equilibrio no trivial * # 0, entonces, por el inciso
(a), tenemos dos opciones. La primera opcion es linealizar con respecto a x*. La se-
gunda opcion es hacer el cambio de variable y(n) = z(n) — x*, para cada n € Z,,
como se realizo anteriormente. En el nuevo sistema, y* = 0 corresponde a x*. Luego
linealizamos el nuevo sistema alrededor de y* = 0. Los calculos en la tltima opcioén son
sencillos ya que generalmente se utiliza si x* se da explicitamente. La primera opcion
se ocupa comunmente si z* estd dado implicitamente o tenemos multiequilibrios.

Previo a comenzar con el analisis de estabilidad debemos considerar el resultado que se
presenta a continuacion. Este lema es el analogo discreto de la desigualdad de Gronwall, que
es utilizada, junto con sus variaciones, ampliamente en la teoria de ecuaciones diferenciales.

Lema 2.6.4 (Desigualdad de Gronwall: Caso discreto). Sean z, h € S(Zy) conn > nyg >0
y h(n) > 0, para cada n € Z,. Si,

2(n) <M [z(no) + i h(j)Z(j)] :

para algin M > 0, entonces:

z(n) < z(ngp) 1:[ [14+ Mh(j)], conn >mnyg (2.6.7)

Jj=no

z(n) < z(ng) exp [i Mh(j)] , conmn >ng. (2.6.8)

i=n0

Demostracion. Sea u € S(Z.) tal que:

u(n) =M [u(no) +y h(j)u(j)] ., con u(ng) = z(ng). (2.6.9)

Jj=no

Debido a que h(j) > 0, para cada j > ny, se tiene que z(n) < u(n) para cada n > ng.
De (2.6.9), se sigue que:

u(n +1) —u(n) = M [umo) +Y h(]’)U(J’)] - M [umo) + 2_: h(j)U(j)]

j=no J=no

81
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=M LZ h(j)u(j) — i h(j)u(j)

j=n0 Jj=ng
= Mh(n)u(n),
o bien u(n + 1) = [1 + Mh(n)]u(n). Podemos resolver esta tltima ecuaciéon y obtenemos
lo siguiente [19]:
n—1
u(n) = [+ Mh(j)u(ng), conn > ny. (2.6.10)
Jj=no

Como z(n) < u(n), para cada n > ng, se sigue que:

z(n) < 1:[ [1+ Mh(j)]u(ng) = z(no) 1:[ [1+ Mh(j)], conn > ng.

Esto demuestra la ecuacion (2.6.7). Ahora, para obtener (2.6.8) se parte del hecho de
que 1+ Mh(j) < exp (Mh(j)) |3, Lema 9|:

TL 0+ MaGi)] < TT exp (Mh(3) = exp [Z Mw)] ,

sustituyendo en la ecuacion (2.6.10):

n—1

u(n) < exp LZ Mh(j)] u(ng).

i=ngo

Nuevamente, debido a que z(n) < u(n), para cada n > nyg:

“(n) < oxp LZ Mh(j)] u(ng) = 2(ny) exp LZ Mh(j)] .

— —
Con esto, se han probado ambas desigualdades. |

Teorema 2.6.5. Si Hh}lmog(n, y) = o(||ly||) uniformemente y la solucion cero del sistema de
Y||—

ecuaciones en diferencias lineal (2.6.2) es uniformemente asintéticamente estable, entonces
la solucion cero del sistema de ecuaciones en diferencias no lineal (2.6.1) es exponencial-
mente estable.

Demostracion. Suponga que Hh"‘m g(n,y) = o(|ly]]) uniformemente y que la solucion cero
y||—0

de (2.6.2) es uniformemente asintoticamente estable. Veamos que existen §, M > 0y
n € (0,1) tales que para cada yo € R”, si |lyo]| < 6, entonces |ly(n)]| < M||yo||n™ ", para
cada n € Z, . Por el Teorema 2.3.1-(d), se sigue que existen M; > 0y 0 < n; < 1 tales que
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2.6. Estabilidad mediante aproximaciones lineales

|®(n,m)|| < Min?™™, para cada n > m > ng. Por la formula de variacion de constantes
[19, pag. 124], la solucion de (2.6.6) es de la forma siguiente:

(10, 0) = B, o)y + 3 (i, j + g, y(),

Jj=no

lo que quiere decir que:

n—1
ly(n, no, o)l = || ®(n,no)yo + Y ®(n, 5 + 1)g(, y(j))H
Jj=no
n—1
< 9, no)yoll + | 3 @, + (i, y(5)) '
Jj=mno
n—1
< Myt =™ |lyoll + > 1@(n, j + Dl[lg G y(5)ll
J=no
n—1 .
< My ™ llwoll + - Mint g (G y() |
Jj=no
n—1 )
= My ™™ lyoll + Min " D~ 0t g y())|l- (2.6.11)
Jj=no
Sea €, > 0 tal que ¢, < 1;4?1. Se sigue que 71 + e, M; < m + 1;4?1 M, = m +

(1 —m) = 1. Asi, ;; + ¢,M; < 1. Pongamos M = 1y n = n + eM;. Por la hip6tesis
de que ”h|'|m g(n,y) = o(|ly|]|) de manera uniforme, se tiene que existe § > 0 tal que si
y||—0

ly|| < &, entonces ||g(4,y)|| < €|yl Veamos que para cada yo € R*, si ||yo|| < J, entonces
ly(n)[| < M|lyolln™~"°, para cada n € Z. Sea yo € R* tal que [jyo|| < 0.

De la ecuacion (2.6.11), se sigue que:

n—1
ly(n,no, yo)ll < Mini™"llyoll + M > ni e lly ()l
Jj=no
n—1 .
0" ly(n, no, o) | < My ™ llyoll + My D ey U ly()l|
Jj=no
n—1 A
= My | " |lyoll + Z eyl - (2.6.12)
Jj=no

Pongamos z(n) = n;"||y(n)|. Notemos que z(ng) = n;"°||yo||. Luego, utilizando la
Desigualdad de Gronwall (Lema 2.6.4) (2.6.7):

n—1

" ly(m) | < my™llyoll TT 1+ eny ' My).

Jj=no
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Lo que quiere decir que:

"y ()| < ™ lyoll[L + eny M) ="
Iy} < " lwoll (1 + eny 2
= [|yoll[m (1 + en~ M) " —"0)
= |lyoll(m + eMy) ")
= Mlyolln™". (2.6.13)

Por lo tanto, de la ecuacion (2.6.13), se concluye que la solucion cero de (2.6.1) es expo-
nencialmente estable. u

Corolario 2.6.6. Sea y* la solucion cero del sistema de ecuaciones en diferencias auténomo
no homogéneo (2.6.6). Si p(A) < 1, entonces y* es exponencialmente estable.

Demostracion. Utilizando el Teorema 2.3.6-(b), se sigue que y* es asintoticamente estable.
Luego, por el Teorema 2.1.9-(b), y* es uniformemente asintéticamente estable. Finalmente,
del Teorema 2.6.5, se tiene que y* es exponencialmente estable. |

Corolario 2.6.7. Sea y* la solucion cero de (2.6.5). Si || f'(0)]| < 1, entonces y* es expo-
nencialmente estable.

Demostracion. Supongamos que ||f'(0)|| < 1. Recordemos que f'(0) = A, lo que quiere
decir que [|A|| < 1. Como p(A) < ||A]], la demostracion se sigue del Corolario 2.6.6. W

Observacion 2.6.8. Sea A € M(R). Es posible que exista una norma || - || tal que
|Al| > 1, pero p(A) < 1.

Ejemplo 2.6.9. Sea © € S3(Z,). Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias
1

z(n+1) = Az(n) + g(z(n)), para cada n € Z, con A = (3 i)

2

Calculando los valores propios de A, se sigue que p(A) = % < 1. Por otra parte:

3
14 = Al = 5 > 1

|Alls =~ 1.2071 > 1.

Debido a que p(A) < 1, la solucién cero del sistema de ecuaciones en diferencias es
exponencialmente estable, siempre que g(x) = o(x) cuando ||z|| — 0. Sin embargo, dado
que ||A]| = || f/(0)|| £ 1, si quisiéramos utilizar el Corolario 2.6.7, éste no nos ayudaria a
determinar la estabilidad del sistema. A pesar de esto, incluso con todas sus deficiencias,
el Corolario 2.6.7 es muy utilizado entre ingenieros y cientificos.

Adicionalmente, es preciso mencionar lo siguiente:
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Observacion 2.6.10. Si p(A) < 1, existe una matriz Q) € Myy,(R) no singular tal que
|Q 'AQ] < 1. Por lo que se puede definir una nueva norma, digamos | - ||' sobre A,
con lo que ||A]] = |QTAQ||’ [15, Teorema 5.6.7]. De esta forma, ahora si se cumple que
|A]|” < 1. Luego, se puede aplicar el Corolario 2.6.7 de una manera maés ttil.

Retomando el Ejemplo 2.6.9, sea Q € Mayys(R)

1

Q! = (é 8) Lo que quiere decir que Q1AQ = ((2]
sigue que ||QTAQ| = o+ 3. Por lo que si tomamos a < 3, entonces ||QTAQ|; < 1.

tal que @ = (}9). Se sigue que
i‘) Utilizando la norma || - ||;, se
2

El procedimiento anterior puede ser generalizado a cualquier bloque de Jordan:

A1 0 e 0
0 A1 - 0
A= o :
0 0 0 1
0 0 0 A

En este caso, definimos @ = diag (1,a,a?,...,a*), donde k € N es el orden de A. De
aqui que:

A a 0 -0

O N a --- 0
QAQ=|: : : e

000 - «a

0O 0 0 -+ X

de donde ||Q *AQ||: = |\ + |a|. En consecuencia, si |A| < 1, podemos elegir « tal que
Al + |a| < 1, de tal forma que bajo la norma ||A|| = ||Q 1 AQ|1, ||A]] < 1.

Ejemplo 2.6.11. Sean y;, yo € S(Z,). Analicemos la estabilidad de la solucion cero del
siguiente sistema de ecuaciones en diferencias:

o+ 1) = £
ya(n +1) = ﬁrle(%(L) (2.6.14)

Sea f = (fi, f2)T, donde fi(n) = ﬁf’; Y fa(n) = ff;—( Se tiene que la matriz

jacobiana es la siguiente:
0f1(0,0)  9£1(0,0)

Ao 3f Oy Oy2 B <0 a>
Wloo | 0500 op00) b 0/
o Oy

Luego, como el punto de equilibrio es (0,0), se sigue que:

ay22(?)) _aya(n )y( () n)
1+y7(n 0 a m (TL) 1+y1 n
o(u(n) = f(y(n)) — Ay(n) = (0 o) (1) -
0/ \y2(n) 2
by1(n) bys (n)y1(n)
THA ~Tthie)
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Lo que quiere decir que el sistema de ecuaciones en diferencias (2.6.14) se puede rees-

cribir de la forma siguiente:

_ aya(n)yi(n)
(yl(n—l— 1)) _ (0 a) (yl(n)> N 1447 (n)
yo(n +1) b 0) \y2(n) )
14+y3(n)
y(n+1) = Ay(n) + g(y(n)). (2.6.15)

Los valores propios de A son \; = Vaby Ay = —Vab. De aqui, si |ab| < 1, entonces

la solucién cero de la parte lineal z(n + 1) = Axz(n), para cada n € Z; de (2.6.15) es
asintoticamente estable. Debido a que g(y) es continuamente derivable en (0,0), se tiene
que g(y) = o(y). Luego, por el Teorema 2.6.5, se sigue que la solucion cero de (2.6.14) es
exponencialmente estable.

Teorema 2.6.12. Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias (2.6.6). Las si-
guientes afirmaciones son validas:

(a)

(b)

Si p(A) = 1, entonces la solucion cero de (2.6.6) podria ser estable o inestable.

Si p(A) > 1y g(x) = o(x) siempre que ||z]| — 0, entonces la soluciéon cero de (2.6.6)
es inestable.

Demostracion. (a) La prueba se realiza por contradiccion. Supongamos que p(4) =1y

que la solucion cero de (2.6.6) no es solamente estable y no es inestable. De aqui que
la solucion cero de (2.6.6) so6lo tendria la posibilidad de ser asintoticamente estable.
Esto contradice el Teorema 2.3.6-(b). Por lo tanto, la solucion cero de (2.6.6) podria
ser estable o inestable.

Supongamos que p(A) > 1. Por el Corolario 2.5.23, existe una matriz B € My, (R)
simétrica que no es semidefinida positiva para la que BTAB — B = —C es definida
negativa. Luego, la funcién de Liapunov V : R¥ — R con V(2) = 27 Bx es negativa
en los puntos arbitrariamente cercanos al origen. Adicionalmente, AV (z) = —2TCz +
20T AT Bg(z)+V (g(x)). Ahora, nos permite elegir v > 0 tal que 27 Cz > 4v||z||?, para
cada z € R*. Se tiene que existe § > 0 tal que si ||z|| < §, entonces ||Bg(x)| < v||z||
v V(g(x)) < v]lz||. De aqui que AV (z(n)) < —v|jz(n)||*. Lo que quiere decir que, por
el Teorema 2.5.11, la solucién cero es inestable.

De (a) y (b) se tiene la prueba. [

86



2.7. Aplicaciones

2.7. Aplicaciones

2.7.1. Ecuaciéon Logistica de Pielou con Retraso

En [19, pag. 101] se analiz6 la ecuacion logistica de Pielou:

az(n)

r(n+1)= T+ Ba(n)’

paracadan € Z, cona>1,8>0.

Si ahora suponemos que existe un retraso en el tiempo de periodo 1 en la respuesta
de la tasa de crecimiento por individuo al cambio de densidad, entonces obtenemos la
ecuacion en diferencias con retraso:

yn+1) = _oyn) para cadan € Z, cona>1,8>0. (2.7.1)

14 By(n—1)

El estudio de esta ecuacion con retraso es de gran importancia, debido a que permite
estudiar de forma maés realista algunos modelos de sistemas biol6gicos, econémicos, etc. Un
ejemplo de una poblacion que puede modelarse mediante (2.7.1) es la mosca azul (Lucilia
cuprina). Hallemos condiciones en o y 8 para que el punto de equilibrio y* = %=1 sea

B
asintoticamente estable. Esto se puede realizar mediante dos métodos:

» Método 1: Haciendo el cambio de variable y(n) = y(n) —y* = y(n)— “T_l en (2.7.1),
se sigue que:

ay(n) = (a = Dy(n — 1)

a+pyn-1)

yn+1)= (2.7.2)
Como ya se ha mencionado, esto se realiza debido a que ahora el punto de equilibrio
de (2.7.2) es ¥ = 0 y corresponde a y* = O‘T_l Notemos que (2.7.2) es una ecuacion
en diferencias de segundo orden, por lo que podemos transformarla en un sistema de
ecuaciones en diferencias bidimensional haciendo los cambios z1(n+1) =g(n—1) y

xo(n) = Y(n), obteniendo:

(o) - (o). 219

a+Bz1(n)

Ahora, linealizamos la ecuacion (2.7.3) alrededor de (0, 0), que corresponde a g* = 0.
Por lo que se debe aproximar el sistema no lineal por un sistema lineal mas un
término no lineal residual g(z(n)), esto utilizando la expansion de Taylor alrededor
de la solucion cero. Para esto, calculamos la matriz jacobiana:

Oz1(n+1)  Ozi(n+1)
dx1(n) Ox2(n)

dxza(n+1)  dza(nt1)
dz1(n) dz2(n) / (0,0)
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0 1
- N azs—(a—1)z1 N azs—(a—1)z1
0x1 a+pBx1 Oza a+px1 (0,0)

0 1
= | =(a=D)(a+Bz1)—(az2—(a=1)z1)B a
(a+ﬁx1)2 a+Bxy (070)

Ademas, el término no lineal residual g(xz(n)) corresponde a los términos de orden
superior en la expansion de Taylor:

g(z(n)) = f(z(n)) — Az(n)
) - (1) (20)
= | az2(n)—(a—1)zi(n - —a
2(04)—1—5(:61(71)) = IT 1 ()
0
= | Bla=Dat(n)—aBzi(n)za(n) | -
a(a+pzi(n))

De aqui que, linealizando la ecuacion (2.7.3) alrededor de (0,0), se tiene que la
ecuacion es de la forma x(n + 1) = Az(n) 4+ g(z(n)), para cada n € Z,, donde:

0 1 0
A= l-a y g(x) = | Bla—1)22—aBzizs | -
a a(a+pzr)

Como «a > 1, notemos que siempre se cumple que 0 < QT’I < 1,obien, 1 <1+ %1 <
2. Por otra parte, tr A = 1y det A = 2=1. Esto es, [tr A] < 1+ det(A) < 2. Por
la Observacion 2.3.8, se tiene que la soluciéon cero es asintoticamente estable. En
consecuencia, también obtenemos que los valores propios de A estan dentro del disco
unitario. Lo que quiere decir que p(A) < 1, para cada o > 1. Debido a que g(x) es
continuamente derivable en (0,0), por el Teorema 2.5.22, la solucion cero de (2.7.3)

es uniformemente asintéticamente estable. De aqui, el punto de equilibrio y* = QT_I

de (2.7.1) es exponencialmente estable.

Meétodo 2: Pongamos y(n) = W@]‘(n)) en (2.7.1). Con esto, obtenemos:
a—1
a—1 ¢ Bepm)

I

- a—1
Pexp(e(n+1)) 148 750y
de forma equivalente:

exp (z(n))
1+(a—1) exp (z(n—1)) °

exp(z(n+1)) =

88



2.7. Aplicaciones

Tomando el logaritmo natural en ambos lados de la ecuacién anterior:

az(n—i—l)—m(n)—i—a_l

que es equivalente a:
a—1
z(n+2)—xz(n+1)+ Tf[x(n)] =0, (2.7.4)

donde f(z) = %5 In [w}

[e7

La expansion de Taylor de f alrededor de 0 esta dada por f(x) = x + g(x), donde
g(x) es un polinomio en = que contiene términos de grado mayor o igual a 2. De aqui
que g(z) = o(x). Luego, la ecuacion linealizada de (2.7.4) se denota por:

a—1

r(n+2)—az(n+1)+ ”

z(n) = 0. (2.7.5)

Debido a que las raices caracteristicas de (2.7.5) son las mismas que los valores
propios de A, se deduce que la solucion cero de (2.7.5) es asintdticamente estable.
Por el Corolario 2.6.6 se tiene que la soluciéon cero de (2.7.4) es asintéticamente

estable. Como el punto de equilibrio y* = 9L corresponde a la solucién cero de

B
(2.7.4), se sigue que y* = 2=% es un punto de equilibrio exponencialmente estable de

B
(2.7.2).

De los dos casos obtuvimos que el punto de equilibrio y* = O‘T_l de la ecuacioén logistica
de Pielou con retraso es exponencialmente estable. Esto implica que la poblacién mode-
lada, no solo tiende a estabilizarse en y*, sino que lo hace de manera répida y eficiente,
con una tasa de convergencia exponencial. Esto significa que, incluso si la poblacion ex-
perimenta fluctuaciones iniciales debido a ciertos factores como pueden ser cambios en las
condiciones ambientales o demograficas, la poblaciéon retornara de forma acelerada a su
valor de equilibrio y*, sin grandes desviaciones a lo largo del tiempo. Por todo esto, la
poblacion no crecera indefinidamente ni se extinguira si las condiciones son favorables, es
decir, si se comienza cerca del punto de equilibrio.

2.7.2. Una variacion del Modelo SI

Sean I € §(Z,) tal que I(n) es el niamero de infecciosos de una poblacion en el momento
n, para cada n € Z, y S € S(Z;) tal que S(n) es el namero de susceptibles de dicha
poblacién en el momento n, para cada n € Z,. Adicionalmente, sean d > 0 la tasa de
mortalidad natural per capita de la poblacion y a > 0 la tasa de mortalidad relacionada
con enfermedades infeciosas. El siguiente modelo fue propuesto por Elaydi y Jang [11] y
utiliza una ley de acciéon de masas 8S1 para modelar la transmision de enfermedades. Se
tienen los siguientes parametros:

= d > 0: Tasa de mortalidad natural per capita de la poblacion.
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s o > (: Tasa de mortalidad relacionada con la enfermedad.

£ > 0: Tasa de transmision de la enfermedad.

~v > 0: Tasa de recuperacion de los individuos infecciosos.

A > 0: Ingreso de nuevos susceptibles.

Luego, el sistema de ecuaciones en diferencias es el siguiente:

S(n)+ A+~I(n)

St = S + dh
I(n+1)= Ii”l Zﬁf snfg) , (2.7.6)

S(0),1(0) > 0.

La expresion w = SA—d(d+~v+a) es la diferencia entre la tasa de infeccion introducida
a la poblacion SA y la tasa de eliminacién de la infeccion, que incluye la mortalidad natural
d y la mortalidad debida a la enfermedad v + a.. De aqui que se debe suponer que:

w=pA—d(d+~y+a) >0, (2.7.7)

para garantizar que el sistema tenga un punto de equilibrio no trivial donde la enfermedad
esté presente en la poblacion. En consecuencia, bajo el supuesto anterior, (2.7.6) tiene dos
A O) y 1% = <d+7+a 6A—d(d+7+a)>

puntos de equilibrio z7 = (E’ 3 (dta)B

Realizamos la linealizacion de (2.7.6) alrededor de x} = (S*, I*), donde S* = “H1te ¢

B
[ = BAZdldirta) 00 10 que calculamos la matriz jacobiana:

(d+a)B
0S(n+1)  9S(n+1) 1 y+dy—-S*B—-AB
9S(n) oI(n) 1+pI*+d (14-B8I*+d)?
J= -
0I(n+1)  0I(n+1) B 1
9S(n) oI(n) (S*,1%) 1+d+v+a

En consecuencia:

det J — 1 ~ pIr(y+dy - S5 - Ap) >0,
L+ B8 +d  (1+d+v+a)(l+BI* +d)?
adicionalmente: )
trJ=14+ ———>0.
. T s vad

De aqui, |tr J| < 14 detJ < 2. Luego, se cumple la condicion de la Observacion 2.3.8.
Lo que quiere decir que el punto de equilibrio 3 es asintoticamente estable.

Este punto de equilibrio refleja una situacion en la que la enfermedad persiste de forma
endémica, con una proporcién de la poblacién infectada y otra susceptible. El hecho de que
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este punto sea asintéticamente estable indica que si la poblacién alcanza este equilibrio,
tenderéd a permanecer en ¢l a lo largo del tiempo. Incluso si hay fluctuaciones, el sistema
volvera a este punto de equilibrio. Biolégicamente, este equilibrio es més realista en cuanto
a las enfermedades infecciosas de largo plazo que se vuelven endémicas. Esto significa que la
enfermedad se mantiene en la poblacion sin desaparecer ni causar una epidemia explosiva,
estableciéndose un balance entre la transmision de la enfermedad y la eliminacion de
los individuos infecciosos. Este tipo de comportamiento refleja lo que ocurre con muchas
enfermedades que no se erradican completamente, sino que persisten a niveles manejables.

Por otra parte, realizamos la linealizacién de (2.7.6) alrededor de 7 = (%, 0) calculando
la matriz jacobiana:

aS(n+1)  3S(n+l) 1 v+tdy—4B-AB
aS(n) al(n) 1+d (1+d)2
J = =
0I(n+1)  8I(n+1) 1_,_/3%
aS(n) o)/ (4.0) 0 T+d+y+a
1+84

Se sigue que los valores propios de J son \; = 14%1 V Ay = TTdirar Bajo el supuesto
(2.7.7), se tiene que p(J) = Ay > 1. Luego, por el Teorema 2.6.12-(b), el punto de equilibrio

x7 es inestable.

Este punto representa un escenario donde no hay individuos infectados en la poblacion.
Por otra parte, el nimero de susceptibles %, se interpreta como el equilibrio natural de la
poblacién susceptible sin intervencion de la enfermedad. En el sentido biologico, este equi-
librio refleja una situacion ideal en la que la enfermedad ha sido erradicada. Sin embargo,
este punto es inestable. Esto implica que cualquier introduccion de individuos infectados,
causaria una reaparicion de la enfermedad. En términos epidemiologicos, aunque es posi-
ble alcanzar un estado libre de enfermedad, dicho estado no puede sostenerse de manera
indefinida a menos que no haya ninguna reintroducciéon de la infeccion.

2.7.3. Una especie con dos edades

Consideremos un sistema que involucra una sola especie con dos clases de edad: jovenes y
adultos. Sean X € S(Z; ) tal que X (n) es el namero de jovenes en el n-ésimo intervalo de
tiempo, para cadan € Z, y Y € S(Z, ) tal que Y (n) es el nimero de adultos en el n-ésimo
intervalo de tiempo. El sistema de ecuaciones en diferencias es de la forma siguiente:

X(n+1)=0bY(n)
Y(n+1) =cX(n)+sY(n) — DY?*(n), paracadan € Z,, (2.7.8)

donde b >0, ¢ >0, s >0y D > 0 son parametros que describen la dinamica poblacional
y a = cb > 0, tales que:

s b: Tasa de fecundidad de los adultos.

= ¢: Proporcion de jovenes que sobreviven y se convierten en adultos en el siguiente
intervalo de tiempo.
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= s5: Tasa de supervivencia de los adultos.

» D: Competencia intraespecifica entre los adultos.

Notemos que en el sistema (2.7.8), una proporcion ¢ de los jovenes se convierte en
adulto, mientras que el resto morira antes de llegar a la edad adulta. Adicionalmente,
los adultos tienen una tasa de fecundidad b y una tasa de supervivencia dependiente
de la densidad sY(n) — DY?(n). Luego, para simplificar la ecuacién (2.7.8) eliminando
el parametro D, podemos reescribirla convenientemente haciendo el cambio de variables
X(n) = %(") y Y(n) = DX (n). Esto nos lleva al sistema siguiente:

Y(n+1)=aX(n)+sY(n)—Y?%n), paracadaneZ,, (2.7.9)

con a = be > 0.

De aqui que los puntos de equilibrio son (0,0) y (X*, Y/*), con X*=Y*yY* =a+s—1.
El punto de equilibrio trivial representa la extinciéon de la poblacion, donde no hay ni
jovenes ni adultos. En este caso, si las tasas de supervivencia y fecundidad son insuficientes,
la poblacién tiende a desaparecer. Asf, X* y Y* deben ser positivos para que el modelo
tenga sentido biolégicamente. En consecuencia a + s — 1 > 0. Esta condicion asegura que
la suma de la tasa de fecundidad efectiva a y la tasa de supervivencia de los adultos s es lo
suficientemente alta como para mantener una poblacion viable (si a + s < 1, la poblacién
eventualmente colapsaria, ya que no habria suficientes jovenes que alcanzaran la madurez
para compensar las pérdidas en la poblacion adulta).

Debido a que es mas sencillo realizar un analisis de estabilidad en el punto de equilibrio
cero, trasladamos el punto de equilibrio (X*,Y™) al origen, mediante las sustituciones
z(n) = X(n) — X* y y(n) = Y(n) — Y*, obteniendo el sistema siguiente:

w0+ 1) = y(n)
y(n+1) = ax(n) + ry(n) — y*(n), paracadan € Z,, (2.7.10)

donde r = 2 — 2a — s. La estabilidad local puede analizarse mediante la linealizaciéon de
(2.7.10) alrededor del origen, resultando en el sistema lineal:

z(n+1) =y(n)
y(n+1) =ax(n) +ry(n), paracadan € Z,,

cuya ecuacion caracteristica es A2 — rA — a = 0. Luego, por la Observacion 2.3.8, se tiene
que la solucioén trivial es asintoticamente estable si y s6lo si:

= l—r—a>0,0biena+ s> 1.
= 1+7r—a>0,0 bien 3a+ s < 3.

] 1—{—a>0,obien2—r—s>—%.
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Vel

s=3—3a a—=1

> (0

Figura 2.30: Region en la que (0,0) es asintoticamente estable.

Asi, el rango de valores de a y s para los que la soluciéon trivial es asintoticamente
estable esta acotado por la region definida por las curvas a = 1, s = 1, a+s =1y
3a + s = 3, como podemos observar en la Figura 2.30.

Para hallar la region de estabilidad de la solucic’)n trivial utilizamos el método de
Liapunov. Sea VvV R? —> R tal que V(z,y) = a*x? + 2'"” +y? = Az? + 2By + Oy? =
donde A = a?, B = =y C = 1. Recordemos que esta ecuacion representa una ehpse si

se cumple que AC — B2 > 0, es decir a® — ((‘"))2 > 0,0 bien,a —1 <r <1—a. Lo que

quiere decir que s +a > 1y s < 3 — 3a, que es precisamente la region sombreada en la
Figura 2.30.

Para simplificar el analisis, podemos eliminar el término mixto zy. De aqui, se aplica
una rotacion del sistema de coordenadas (z,y) a un nuevo sistema de coordenadas (z’,1/)
mediante un dngulo . Esta rotacion se puede expresar como:

2"\ [ cosf send)\ (x
y' )  \—senf cosf) \y)’
Sustituyendo estas expresiones en la funcién original V (z,y) = Ax? + 2By + Cy?, se
obtiene una nueva funcién V(2',y") que tiene la forma:

V(x/7 y/) — A/x/2 + C/y/Q — D,7

donde A’ y C” son los nuevos coeficientes después de la rotacion. Luego, el angulo 6

se determina a partir de la condicién tan20 = AQTB. Con esta eleccion de 6, los nuevos
coeficientes A"y C’ son A" = %qt (A C) + B2y (' = %— (A C) + B2. Notemos

que A+ C" = a®> +1 > 0. Ademés, A/C’ > 0. Por tanto, tanto A’ y C’ son positivos y
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en consecuencia, D’ es positivo. Asi, en la region sombreada de la Figura 2.30, V(x,y) es
definida positiva. Adicionalmente, se tiene que:

AV (z,y) = y*W(z,y),

2 2ar(r Y)

con W(z,y) = (y —r)* — 2ax — +a? — 1. De aqui que, si W(z,y) < 0, esto es, si

(z,y) € G, donde:

2ar(r —y)
1—a

G:{(x,y):(y—T)Q—an— +a2—1>0}.

Asi, AV (z,y) < 0. Notemos que G esta acotada por la parabola W (z,y) = 0. Luego, en la
region G, se sigue que AV (x,y) = 0 en el eje x. Asi, el conjunto E es el eje x. Suponiendo
que (xg, yo) = (¢, 0), se tiene que (xz(1),y(1)) = (0, ac). Lo que quiere decir que el conjunto
invariante mas grande M en E es el origen. De aqui que, por el Principio de Invarianza
de LaSalle (Teorema 2.5.9), toda solucion acotada z(n) que cumpla que z(n) € G, para
cada n € Z, convergera al origen.

Ahora, damos una estimacion aproximada de la cuenca de atraccién, es decir, el con-
junto de todos los puntos en G' que convergen al origen. Definimos Viyg = min{V (o, yo) :
(0. 90) € DG) 1, = (X V) X = 20+ X ¥ = g 4+ V* y V(a(m) y(m) < Vs pora
cadam € Z,. Luego, si (xo,90) € Jo entonces V(z(1),y(1)) < V(xo,40) < Viam ¥ por lo
tanto ((z1),y(1)) € Jy. De modo similar, se puede demostrar que (z(n)),y(n)) € Jy para
cada n € Z, y en consecuencia, lim (z(n),y(n)) = (0,0). Ahora bien, si (zo,¥o) € Jim.,
entonces: e

V(z(m+1),y(m+1) < V(z(m),y(m))) < Vi,

continuando con el argumento anterior, lim (x(n),y(n)) = (0,0). Por lo tanto, los conjun-
n—oo

tos J,, son estimaciones de la cuenca de atraccion de (X*,Y*). Es decir, estos conjuntos
ayudan a identificar las regiones del espacio fase desde las cuales las trayectorias del sistema
convergen al punto de equilibrio.

En esta region, tanto los jovenes como los adultos coexisten adecuadamente. Este
equilibrio representa un balance entre la fecundidad, la supervivencia de los adultos y la
competencia intraespecifica.

2.7.4. Sistemas Huesped-Parasitoides

Consideremos un modelo que involucra dos especies en el que ambas tienen multiples
etapas en su ciclo de vida: huevos, larvas, pupas y adultos. Sean H € S(Z ) tal que H(n)
es la densidad de especies hospedadoras en la generacion n, para cadan € Z,, P € S(Z)
tal que P(n) es la densidad de parasitoide en la generacion n y f : R? — R tal que
f(H(n),P(n)) es fraccion de huéspedes no parasitados. Ademaés, definimos los siguientes
parametros:

LG es la frontera del conjunto G.
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Huésped

l Larva Pupa
—)® T ] / Adultos
—

s I ]
Huevos RN Pupa/ *
Larva

. e — 9)5'(]}__

Adulta Huésped
femenina infectado Larva

Parasitoide

Figura 2.31: Representacion esquematica de un sistema huésped-parasitoide.

= )\ > (: Tasa de crecimiento intrinseco de los huéspedes.

= ¢ > 0: Namero promedio de huevos viables puestos por un parasitoide en un soélo
huésped parasitado.

Un parasitoide hembra adulta halla un huésped en el que depositar sus huevos. Luego,
las larvas de parasitoides consumen y eventualmente matan a su huésped. El ciclo de vida
de ambas especies se muestra en la Figura 2.31. De aqui:

» H(n+1) = nimero de huéspedes en la generaciéon n x fracciéon no parasitada x tasa
de reproduccion .

» P(n+1) = namero de huéspedes parasitados en la generacion n x fecundidad de los
parasitoides c.

Lo que quiere decir que:

H(n+1)=XH(n)f(H(n),P(n)) (2.7.11)
P(n+1)=cH(n)[1 - f(H(n), P(n))]. (2.7.12)

El modelo de Nicholson-Bailey

El modelo de tiempo discreto mas familiar e influyente, fue desarrollado por A.J. Nicholson
y V.A. Bailey en 1935. Los ataques de parasitoides ocurren al azar entre los individuos
huéspedes, como en el modelo de Thompson [25], pero la tasa de ataque promedio depende
completamente del nimero de parasitoides en lugar de la limitacién de huevos [29].

En [16], la funcién f se especifico bajo dos supuestos:
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1. El nimero de encuentros H, entre huéspedes y parasitoides en el tiempo n es pro-
porcional al producto de sus densidades, es decir:

H.,=aH(n)P(n), paracadané€Z,, (2.7.13)

donde a refleja la eficiencia o frecuencia con la que los parasitoides encuentran y
atacan a los huéspedes.

2. El primer encuentro entre un huésped y un parasitoide es el iinico encuentro signifi-
cativo. Dado que se supone que los encuentros son aleatorios, es apropiado utilizar
la distribucién de probabilidad de Poisson para describir estos encuentros.

Si o es el nimero promedio de eventos en un intervalo de tiempo dado, entonces la
probabilidad de que ocurran r eventos (como encuentros entre el huésped y su parasitoide),

es de la forma siguiente:
e hu”

p(r) = i (2.7.14)
con i = HI{;). De la ecuacion (2.7.13), se sigue que:
aH(n)P(n)
= ——= =aP(n). 2.7.15
p= S — apo) (2.7.15)

Como la probabilidad de que un huésped escape del parasitismo es la misma que la
probabilidad de no hallar encuentros durante la vida del huésped, esto es, se tiene que
r = 0 en la distribuciéon de Poisson. Luego, para r = 0, por (2.7.14), se sigue que:

el
o

p(0) = et (2.7.16)

De (2.7.15), la probabilidad de que un huésped no sea atacado es la siguiente:

p(0) = e7oPM), (2.7.17)

Por lo tanto, la probabilidad de que un huésped escape del parasitismo, es decir, que no
sea atacado por ningin parasitoide, es exactamente e~ %) Esta probabilidad se denota
como f(H(n),P(n)) y se define por:

J(H(n), P(n)) = e,

Con esto, las ecuaciones (2.7.11) y (2.7.12) se convierten en:

H(n+1) = AH(n)e "™ (2.7.18)
P(n+1)=cH(n)(1 — e *FM), (2.7.19)

Los puntos de equilibrio no triviales del sistema de ecuaciones en diferencias anterior

estdn dados por (H*, P*), donde H* = ’(\;n—_(i;ac y P*=1In()).

96



2.7. Aplicaciones

Se puede demostrar mediante linealizacion que (H*, P*) es inestable, lo que implica
que las poblaciones podrian experimentar oscilaciones divergentes e incluso los parasitoides
podrian llegar a extinguirse. Por lo tanto, este modelo es demasiado simple para cualquier
aplicacion practica, excepto posiblemente en condiciones artificiales de laboratorio.

De aqui que es razonable modificar la ecuacion H(n) en la ecuacion (2.7.11) para
incorporar cierta saturacion de la poblacién de presas o, en términos de encuentros con
depredadores, un modelo limitante de presas. Por lo tanto, un modelo mas realista esta
dado por:

H(n+1)= H(n)exp [r (1 — Hl({n)> — aP(n)]
P(n+1)=cH(n)(1 —exp(—aP(n))),
donde:
= k> 0 es la capacidad de carga del ambiente.

= 1 > 0 es la tasa de crecimiento intrinseco de la poblaciéon de presas, que mide como
crece la poblacion de presas cuando hay pocos depredadores y recursos abundantes.

Los puntos de equilibrio son soluciones de:

*

[2 ) —aP*} y P*=cH*(1 — exp (—aP")).

H* = H" exp |:T (1—

Por lo que obtenemos P* = £ [1 — }II(] = (1 —gq), donde q = &Ly H* = kfﬁ- De
aqui que:

r(1—152) H
—==1- —r|1l— .
acH* P K
Notemos que H} = K y P/ = 0 es un punto de equilibrio. En este escenario, la

poblacién de huéspedes se mantiene en su capacidad maxima sin la intervenciéon de los
parasitoides, reflejando un ecosistema sin control biolégico por parte de los parasitoides.
El otro punto de equilibrio se puede obtener graficando los lados izquierdo y derecho
de (2.7.18) contra H*. En la Figura 2.32 vemos que hay otro punto de equilibrio con
0 < Hj < K. Luego, podemos hallar Py a partir de (2.7.15).

Para realizar el anélisis de estabilidad del punto de equilibrio (Hj, Py), pongamos
H(n) =z(n) 4+ H;, P(n) = y(n) + Py. Por lo tanto obtenemos:

x(n+1)=—H; + (x(n) + Hy)exp [r (1 — M) —a(y(n) + PQ*)]
yn+1) = =Py +c(x(n) + Hy)[1 — exp (—a(y(n) + F))]. (2.7.20)

Linealizando alrededor de (0,0) obtenemos el siguiente sistema lineal:

@&13)2A6$D- (2.7.21)

97




2. Algunas formas de estabilidad

Figura 2.32: Puntos de equilibrio.

con:

g < 1—rq —arq )
c(l—exp(-r(1—q) ¢—r(l—q))’
donde ¢ = ril-q)

l—exp (=r(1-9))"

Notemos que el valor de ¢ = % es una medida del grado en que el depredador puede

hundir a la presa por debajo de su capacidad de carga.

La ecuacién caracteristica de A es de la forma siguiente:

M= A1 —=7+¢)+ (1 —rq)¢p+r’q(1 —q) =0.

Por la Observacion 2.3.8, los valores propios de A estan dentro del disco unitario si y
sblo si cumplen que:

lg—r+ 9| <1+ (1 —rq)g+rigl—q) <2

Lo que quiere decir que:

(1—rg)o+r’q(1—q) <1
1+ (1 —rq)p+r*¢(1 —q) > |1 —7r+ 9|

Graficando (2.7.20) y (2.7.21) obtenemos la region de estabilidad asintotica indicada
por el area sombreada en la Figura 2.33. En esta region los parasitoides ejercen un control
sobre la poblacion de huéspedes, manteniéndola bajo el nivel de la capacidad de carga K,
pero sin exterminarla. Ademas, se garantiza que la poblaciéon huésped no explote, lo cual
serfa perjudicial para los parasitoides, ni sea eliminada completamente, lo que haria que
los parasitoides se extinguieran.
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/

-

14

Figura 2.33: Region de estabilidad asintética.

El origen es asintéticamente estable dentro del area sombreada. Notemos que el area
de estabilidad se estrecha a medida que r aumenta.

En [4], Beddington y sus colaboradores realizaron una simulaciéon numérica para el valor
especifico ¢ = 0.4. A medida que r crece mas alla de un cierto valor, el punto de equilibrio
se vuelve inestable y aparece una jerarquia de ciclos limite estables de periodo creciente y
no integral, que en tltima instancia se descompone en ciclos de periodo 5. A estos les siguen
ciclos de perfodo 2 x 5,22 x 5,...,2" x 5, .... Por ejemplo, un ciclo de un solo periodo se
convierte en uno de dos periodos, luego en cuatro y asi sucesivamente. Como en este caso los
ciclos son de periodo 5, la poblacion del huésped y del parasitoide no se mantiene constante,
sino que se repite un patron en el que, después de 5 generaciones, las poblaciones regresan
a valores similares. En general, estos ciclos implican que las poblaciones de huéspedes
y parasitoides pueden no estabilizarse en niveles fijos, en cambio pueden experimentar
fluctuaciones, que pueden llevar a extinciones locales o a dindmicas ciclicas persistentes,
dependiendo de las condiciones ambientales y las caracteristicas biologicas de las especies
involucradas.

2.7.5. Un modelo de ciclo econ6mico

Uno de los primeros modelos matematicos formales para los ciclos econémicos se le atribuye
a Paul Samuelson (1939), que fue modificado posteriormente por Sir John Hicks (1950).

Sean I € §(Z, ) tal que I(n) es la inversion en el periodo ny Y € S(Z. ) tal que Y (n)
es el ingreso en el periodo n. El modelo de Samuelson-Hicks, asume que la inversion es
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proporcional al cambio en el ingreso:

Im)=v(Y(n—1)—Y(n—-2)), paracadanecZ,, (2.7.22)
donde v es el multiplicador de inversion, que mide la sensibilidad de la inversion al cambio
en el ingreso.

Adicionalmente, el consumo C'(n) en el periodo n es proporcional al ingreso Y'(n — 1)
en el periodo anterior:

C(n)=(1-s)Y(n—1), paracadan€Z,, (2.7.23)

donde 0 < s < 1 representa la propension marginal al ahorro, es decir, la fraccion del
ingreso que no se consume y se ahorra en el periodo actual. Si s = 0, todo el ingreso se
consume. Si s = 1, todo el ingreso se ahorra y no hay consumo.

Presentamos la identidad contable ? para una economia cerrada:

Y(n)=C(n)+ I(n), paracadan € Z,. (2.7.24)

Sustituyendo (2.7.22) y (2.7.23) en (2.7.24) obtenemos la siguiente ecuacion en dife-
rencias de segundo orden:

Y(n)=(1+v—-s5)Y(n—1)—0vY(n—2), paracadan€Z,. (2.7.25)

El modelo lineal (2.7.25) no representa adecuadamente un negocio ya que no produce
soluciones oscilatorias (o ciclos periddicos) excepto en casos especiales (como v = 1). Por
lo que Puu y Sushko [22]| propusieron el siguiente modelo no lineal cibico:

v(Y(n—1)=Y(n—2) — v (n—1) - Y(n-2))> (2.7.26)
(n) =(1-95)Y(n—-1)+eY(n—1), (2.7.27)
donde 0 < € < 1 es una fraccion de los ahorros que se gastd después de ahorrar durante un
periodo. Notemos que, si € = 0, entonces ninguno de los ahorros se gasta en el siguiente
periodo, ademas, se tiene el modelo original de Hicks (2.7.23).

Agreguemos una nueva variable Z € S(Z,.) tal que capta el cambio en el ingreso entre
dos periodos consecutivos:

Z(n—1)= n) =Y(n—-1)—Y(n—-2), paracadan€Z,. (2.7.28)

n

Sustituyendo (2.7.26) y (2.7.27) en (2.7.24), se sigue que:

Yn+1)=In+1)+C(n+1)

Y(n)—Y(n—-1)+(1-98)Y(n)+esY(n—1)—vY(n)—Y(n—1))>

2Una ecuacién que siempre se cumple por definicién en un sistema econémico.
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Restando Y'(n) de ambos lados de la ecuacion anterior, obtenemos:

Z(n)=@w—es)Z(n—1)— '073(71 —1)+(e—=1)sY(n—1), paracadan€Z,.

Pongamos Z(n) = /=<7 (n). De aqui que:
Zn)=@w—es)Z(n—1)— (1 —v—e8)Z*(n—1)+ (e — 1)sY (n — 1).

Si definimos a = v — €s, (e — 1)s = b, de la ecuacion anterior, se sigue que:
Z(n+1)=aZ(n) — (1 +a)Z*(n) +bY (n), paracadan € Z, (2.7.29)

donde a = v — €s es la tasa de cambio de inversiéon neta en funcién del consumo y el
ahorro y b = (1 — €)s representa una especie de tasa de ahorro eterna. Utilizando (2.7.28)
y (2.7.29), ahora tenemos el sistema de ecuaciones en diferencias bidimensional siguiente:
Y(n+1)=Y(n)+ Z(n)
Z(n+1)=aZ(n) — (a+1)Z*(n) —bY (n), paracadan € Z,. (2.7.30)

El sistema (2.7.30) tiene solamente un punto de equilibrio X* = (Y*, Z*) = (0,0) y el
analisis de estabilidad local puede realizarse examinando el sistema linealizado:

Gn ) = (s o) (o))

. a+1%4/(a—1)2—4b . .
Luego, los valores propios son Ao = 5 . En consecuencia, por el criterio
de la Observacion 2.3.8, la solucion trivial es asintoticamente estable si y so6lo si:

= 24+ 2a+b>0,
= l—a—b>0,

= b > 0.

Teniendo en cuenta que a > 0y 0 < b < 1, la region de estabilidad S esta dada por:
S={(ba):0<b<1,0<a<1—-0}

y se muestra en la Figura 2.34.

De aqui que si (b, a) € S, entonces el punto de equilibrio X* = (0, 0) es asintoticamente
estable. Sin embargo, en este caso no es deseable encontrarse en la region en la que (0,0)
tiene estabilidad asintotica, ya que econémicamente hablando, el punto de equilibrio trivial
es un equilibrio en el cual tanto el ingreso como el cambio en el ingreso se estabilizan en
cero. Esto indica que, la economia se mantiene en un estado sin produccién ni ingresos.
En términos generales, el punto (0,0) puede reflejar una situacion en la cual la economia

101



2. Algunas formas de estabilidad

a

a=1-—5b

Figura 2.34: Region en la que (0,0) es asintoticamente estable.

estd en una recesion o en un estado de estancamiento prolongado, donde ni la inversion ni
el consumo estan impulsando el crecimiento econémico.

Respecto a los valores propios, notemos que si 1 — 2vb < a < 1 + 2v/b, entonces
A1, Ay € C. Pero esto se cumple si (b,a) € S. Asi, si (b,a) € S, el punto de equilibrio
X* = (0,0) es un foco estable. Con esto se representa una economia en la que, después
de una perturbacion, se observan fluctuaciones tanto en la inversion como en el ingreso,
pero estas fluctuaciones disminuyen a medida que el tiempo avanza. La economia no entra
en ciclos indefinidos, sino que, tras un periodo de ajuste, el sistema se estabiliza en el
equilibrio, en el que no hay més fluctuaciones significativas.

En a =1 -, el punto de equilibrio X* = (0,0) pierde su estabilidad y posiblemente
surgen ciclos. Por ejemplo, para a = 0,b = 1, aparece un ciclo atractor de periodo 6 y
un ciclo de silla de periodo 7. En a = /2 — 1, b = 2 — /2 aparecen ciclos atractores y
de silla de periodo 8 y asi sucesivamente [22]. Estos ciclos reflejan la recurrencia de crisis
econdmicas o fluctuaciones periddicas en la economia.

2.7.6. Estudio del caso del escarabajo de la harina

El equipo de Constantino, Cushing, Dennis, Desharnais y Henson [9] ha estudiado ex-
tensamente los escarabajos de la harina, realizando tanto estudios teéricos como estudios
experimentales en el laboratorio. Para comprender adecuadamente su modelo, damos una
breve descripcion del ciclo de vida de los escarabajos de la harina.

El ciclo de vida consta de etapas larvales y pupales, cada una de las cuales dura
aproximadamente dos semanas, seguidas de una etapa adulta.
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/ \‘.
[t Cpa
/ ‘/ Adultos \\

Huevos Pupas /

\ o /
9}5} .

Figura 2.35: Las flechas — indican canibalismo.

Como se muestra en la Figura 2.35, el canibalismo ocurre entre los distintos grupos.
Los adultos comen pupas y huevos, las larvas comen huevos. Ni las larvas ni los adultos
comen adultos maduros. Ademas, las larvas no se alimentan de larvas. El canibalismo de
larvas por adultos y de pupas por larvas se supone insignificante ya que normalmente
ocurre a tasas mucho més reducidas.

Sean L € S(Z,) tal que L(n) es la poblacion de larvas en el periodo n, para cada
n€Z., Pe S(Z,) tal que P(n) es la poblacion de pupas en el periodo n, para cada
neZyyAcS(Zy) tal que A(n) es la poblacion de adultos en el momento n, para cada
n € Z,. Luego, el modelo larva-pupa-adulto (LPA) esta dado por:

L(n+1) =bA(n)exp(—cgaA(n) — cgrL(n))
Pn+1)=(1—pur)L(n) (2.7.31)
A(n+1) = P(n)exp (—cpaA(n)) + (1 — pa) A(n),

donde L(0) >0, P(0) > 0y A(0) > 0.

Las constantes puy, 4 son la probabilidad de que las larvas y los adultos mueran por
causas distintas al canibalismo, respectivamente. Lo que quiere decir que, 0 < up, < 1y
0 < pua < 1. El término exp (—cg4A(n)) representa la probabilidad de que un huevo no sea
comido en presencia de A(n) adultos, exp (—cgrL(n)) representa la probabilidad de que
un huevo no sea comido en presencia de L(n) larvas y exp (—cpaA(n)) es la probabilidad
de supervivencia de una pupa en presencia de exp (—cgaA(n)) adultos. Las constantes
cga > 0, cgr > 0, cpa > 0 se denominan coeficientes de canibalismo. Se asume que el
canibalismo en adultos es la tnica causa importante de mortalidad de pupas.

Hay dos puntos de equilibrio (0,0,0) y (L*, P*,A*) € R3, L* > 0,P* > 0,A* >
0. Notemos que el punto de equilibrio trivial representa un estado de extinciéon de la
poblacion.
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Por otra parte, el punto de equilibrio positivo se puede obtener resolviendo las ecua-
ciones siguientes:

Lexp (CgrL) = bAexp (—cgaA)
P=(1-pg)L (2.7.32)
paexp (cpad) = P.

Eliminando P, se sigue que:

(1 — pr)L = paAexp (cpad)
Lexp (cgrL) = bAexp (—cpaA).

Dividiendo la segunda ecuacién entre la primera, obtenemos:

b(1—pr)
2

exp (ecppL) = exp [(—cpa — cpa)A]. (2.7.33)

El niimero:
b(1 — pur)

pa
se llama nimero reproductivo neto inherente. Este niimero juega un papel importante en
nuestro analisis de estabilidad. Notemos que si N < 1, la ecuacién (2.7.33) no tiene solucion
y no tenemos un punto de equilibrio positivo. Por otro lado, si N > 1, entonces la ecuaciéon
(2.7.33) tiene una solucion, que es la interseccion de la curva (1 — )L = paexp (cpad)

y la recta desde <0, ICHEAL[ ) a ( In N ,O) en el plano (A, L) representado por la ecuacion

cEAtcpA
(2.7.33). Para investigar la estabilidad local del punto de equilibrio (L*, P*, A*) de la
ecuacion (2.7.31), calculamos el jacobiano J:

—cprbAexp (—cgaA — cgrL) 0 bexp (—cerLL — cpaA)(1 — cpaA)
J= 1— 0 0
0 exXp (—CPAA) 1 —pa—cpaPexp (_CPAA)

En el punto de equilibrio (0,0, 0), se tiene que:

0 0 b
Jl = J|(0’070) = 1-— UL 0 0
0 1 1—,uA

El polinomio caracteristico de J; esta dado por:
P(A) =X — (1= pa)N* = (1 — ) =0,

que es de la forma:
p(N) =A% + pi A% + poX + p3 = 0,
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conp; = —(1—pa), po =0, p3 = —b(1—pp). Luego, los valores propios de J; estan dentro
del circulo unitario si y solo si [11]:

ps+pi| <14+ps v |p2—psma| <1 —pi-

Utilizando la primera condicién, se sigue que:
| = b(1 = pr) = (1 —pa)| <1
b(1 = pr) 4+ (1 = pa) <1,

o bien: "
( - ,UL) <
Ha

N = 1. (2.7.34)

De la segunda desigualdad:

| = (1= pa)(1 = pp)b| <1 —=0°(1 = pu)?
(1 = pur)® + (1 — pa)(1 = pr)b < 1,

pero esta desigualdad se satisface si asumimos (2.7.34). Debido a que si N < 1, se tiene
que:
(1 — pr)® + (1= pa)(1 = pr)b < gy + pra(l = pra) = pa < 1.

Concluimos que el equilibrio trivial es asintoticamente estable si y s6lo si N < 1y por
lo tanto, atrae todas las 6rbitas en el cono no negativo (conjunto en el que L > 0,P >0y
A > 0). En esta region, si la poblacion se encuentra en un estado de extincion, permanecera
en ese estado a menos que se introduzcan cambios significativos en el sistema. A medida
que N aumenta més alla de 1, se produce una “bifurcacién” que resulta en la inestabilidad
del equilibrio trivial y la creaciéon del equilibrio positivo. De hecho, para N > 1 existe
uno y sélo un equilibrio positivo. El jacobiano en el equilibrio positivo (L*, P*, A*) que
satisface (2.7.32) es de la forma siguiente:

—CELL* 0 z—: — CEAL*

0 A*exp(cpa) 1—pa— A'pacpa
De aqui que su ecuacién caracteristica esta dada por:
Nt (—cppL* + pacpaA® — (1 — pa))A? — cprL* (1 — pa) X

L*
— (E — CEAL*) (1 —pp)exp (—cpaA*) =0.

Una condicién para la estabilidad del equilibrio positivo s6lo se conoce en casos espe-
cificos [11]:

m Caso 1: Sicg, =0y 1 < N < emin{l, <CE—A> <1_’“‘)}, entonces el punto de

cpA HA
equilibrio positivo es atractor global.
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(0,(1 — ur) Lo, Fo)
e

(2 Poexp(—cpaFo),0,(1 — pur)Loexp(—cpaFp)) 4

2 P

(Lo, Po.0)

Figura 2.36: Caso del escarabajo de la harina.

» Caso 2: En varios experimentos a largo plazo informados en [9], la tasa de mortalidad
de adultos se manipul6 para igualar el 96 % y por lo tanto, ps = 0.96. Motivado por
estos datos, Cushing asumi6 que pA = 1. En este caso N = b(1 — uy) y el sistema
(2.7.31) se convierte en:

Lin+1)= - MLA(n) exp (—cgrL(n) — cgaA(n))

P(n+1) = (1 — pz)L(n) (2.7.35)
An+1) = P(n)exp (—cpad(n)).

Teorema 2.7.1. [9] Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencias (2.7.35). Si
N > 1, entonces el punto de equilibrio trivial de (2.7.35) es inestable y existe tinicamente
un punto de equilibrio positivo. Este punto de equilibrio, que se bifurca del equilibrio
trivial en N = 1, es inestable para N = 1 + ¢, donde § > 0 es suficientemente pequeno.

Un subcaso del Caso 2 es el caso de orbitas sincronicas.

Definicion 2.7.2. Se dice que la terna (L(n), P(n), A(n)) es:

» Sincronica en el tiempo n si un componente es igual a cero y al menos un componente
es distinto de cero en el instante n.

s Completamente sincronica en el tiempo n si tiene dos componentes cero, es decir,
s6lo uno de los componentes es positivo en ese instante.

Se puede ver inmediatamente en la ecuacion (2.7.35) que una 6rbita que es sincrénica
en el tiempo ny, es sincronica para cada n > ny. Notemos que un punto (Lo, Py, 0) en el
plano LP se asigna al punto (0, (1 — pL)Lg, Py) en el plano PA, que a su vez se asigna al

punto (%PO exp (—cpaPy), 0, (1 — uL) Ly exp (—cPAP0)> en el plano LA. Por lo tanto,

los puntos se asignan desde un cuadrante no negativo de los planos coordenados al siguiente
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en orden secuencial. Se dice que una terna sincrénica (L(n), P(n), A(n)) es completamente
sincronica en el tiempo n si tiene dos componentes cero. Este es el caso de los puntos en
los ejes de coordenadas positivos. Una orbita es completamente sincrénica si y sélo si su
punto inicial es completamente sincronico. Esta nocion se deriva del hecho de que las tres
etapas del ciclo de vida estan sincronizadas temporalmente de tal manera que nunca se
superponen.

Denotemos la funcion que determina el sistema de ecuaciones en diferencias (2.7.35)
por F"

L(n+1) L(n)
Pn+1)| =F | P(n)
An+1) A(n)

De aqui que F*® asigna el cuadrante no negativo de un plano coordenado a si mismo.

Un punto fijo de F? corresponde a un 3-ciclo de F' y asi sucesivamente. El mapa F?
esta definido por las ecuaciones:

z(n+ 1) = Nz(n)exp [—cpay(n) exp(—cpaz(n))
— cpa(l = pr)z(n) exp (—cpay(n) exp (—cpaz(n)))

—CpLy iVMLy(n) exp (—cpay(n) — cgay(n) exp (—cpaz(n)))

_CELl iVMLz(n) exp (_CEAl iV’uLz(n) exp (—cpaz(n) — cELq:(n))>]
y(n+1) = Ny(n)exp [—cpaz(n) — cgay(n) exp(—cpaz(n))

—Cpa7 iVMLz(n) exp(—cgaz(n) — cgrx(n))

z(n+ 1) = Nz(n) exp[—cgaz(n) — cgrx(n)
—cpa(l — pr)z(n) exp(—cpay(n) exp(—cpaz(n)))].

Si (0,0, 29) es un punto en el plano xz, entonces su o6rbita esta descrita por el sistema
bidimensional:

z(n+1) = Nz(n)exp (—cz(n)) (2.7.36)
z(n+ 1) = [N exp(—azx(n))]z(n) exp (—5z(n)), (2.7.37)

donde ¢ = cga(l — pur), @« = cgr + cpa(l — ur), B = cga.

La primera ecuacion (2.7.36) es el conocido mapeo de Ricker, donde lim z(n) =0y
n—oo

la convergencia es exponencial. En consecuencia, la ecuacion (2.7.37) puede considerarse
como una perturbacion de (2.7.36). Por lo tanto, segn el Corolario 8.27 [11], lim z(n) = 0,
n—oo

lo cual es consistente con lo que tenfamos antes. Para N > 1, la funciéon de Ricker tiene
un equilibrio positivo tnico z* = % En consecuencia, existe un 3-ciclo completamente
sincronico de la ecuacion (2.7.35). A medida que N aumenta, la funcion de Ricker atraviesa
un periodo que duplica la ruta de bifurcacion hacia el caos. Si 1 < N < €2, entonces
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2. Algunas formas de estabilidad

(x*,2%) = (% In N, O) es un punto de equilibrio asintoticamente estable de las ecuaciones
(2.7.36) y (2.7.37) y atrae globalmente todas las condiciones iniciales positivas en el plano
xz. Este punto fijo de F* corresponde al 3-ciclo totalmente sincrénico del modelo LPA
(2.7.35):

In N O 0
cea(l—pr) 1
0 |\ amy | — 10 (2.7.38)
0 0 cpAIn N~

De aqui, se tiene el siguiente resultado. Por el Teorema 2.7.1 para 1 < N < 2, el

modelo LPA (2.7.35) tiene un 3-ciclo completamente sincronico, tnico y no trivial, dado
por (2.7.38). Este 3-ciclo atrae todas las orbitas o ecuacién completamente sincronicas
(2.7.35). Esto significa que el comportamiento de las poblaciones de larvas, pupas y adultos
esta sincronizado de tal manera que el sistema sigue un ciclo predecible y estable en el
tiempo, por lo que todas las trayectorias de poblacion en el sistema tienden a este patron
ciclico cuando se encuentran en el rango especificado. Para N > €2, el sistema tiene una
cascada de atractores de (3 x 2")-ciclos completamente sincronicos que duplican el periodo
y para N suficientemente grande, tiene atractores “cadticos completamente sincronicos”
(solo con respecto a orbitas completamente sincroénicas). En este escenario, el sistema
puede presentar atractores cadticos que, aunque son cadticos en general, mantienen una
sincronizacion completa entre todas las fases del ciclo de vida el escarabajo de la harina.
De aqui, aunque el sistema muestra un comportamiento cadtico en su totalidad, las etapas
del ciclo de vida siguen moviéndose de forma sincronizada.
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CAPITULO 3

EL METODO DE LA TRANSFORMADA Z
Y ECUACIONES EN DIFERENCIAS DE
VOLTERRA

En este capitulo se hallan las soluciones de las ecuaciones en diferencias y proporcionamos
informacion acerca de su comportamiento cualitativo, al igual que se ha estudiado con
anterioridad. En contraste, se utiliza un método distinto, conocido como método de la
transformada, ya que en ocasiones suele ser mas conveniente.

Las implementaciones informaticas de la mayoria de los sistemas de Ingenieria y Fisica
requieren la discretizacion de parametros continuos como el tiempo, la frecuencia, la tem-
peratura, entre otros. Por lo que es conveniente utilizar sistemas en tiempo discreto. Por
ejemplo, en Ingenieria, especificamente en la rama de la Electronica, la transformada Z es
muy relevante en el procesamiento de senales digitales, ya que sirve para transformar un
dominio de tiempo al dominio de frecuencia compleja correspondiente. Esta técnica no es
nueva, debido a que se remonta a De Moivre alrededor del ano 1730.

Por todo lo anterior, se introduce la transformada Z y se presentan tanto su po-
der como sus limitaciones. Mientras que la transformada de Laplace convierte ecuaciones
integro-diferenciales en ecuaciones algebraicas, la trasformada Z convierte las ecuaciones
en diferencias en ecuaciones algebraicas. De este modo, se dice que la transformada Z es
la contraparte discreta de la transformada de Laplace y aunque hay muchas conexiones
entre ambas, existen algunas diferencias menores. Adicionalmente, la transformada Z en
cierto modo es una forma generalizada de la transformada de Fourier en tiempo discreto.
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

3.1. Definiciones y ejemplos

La representacion de una ecuacion en diferencias por la transformada Z es muy intuitiva:
convierte una sucesion en un polinomio complejo, por lo que, si existe, se beneficia de
los resultados de la teoria del analisis complejo y nos proporciona una herramienta muy
poderosa en el anélisis y diseno de tiempo discreto.

Iniciamos esta seccion proporcionando la definiciéon de la transformada Z, luego, estu-
diamos propiedades relevantes con sus ejemplos correspondientes y finalizamos analizando
algunas aplicaciones.

Definicion 3.1.1. Sean = € S(Z,) y A C C. Definimos la funcion 7 : A — C por:

z(z) = Z x(n)z™", paracada z € A.

n=0

Sea A C C. El conjunto de funciones de A en C se denota por C(A), esto significa que,
C(A) ={glg: A— C}.

Definicion 3.1.2. La transformada Z, se denota y define como Z : S(Zy) — C(A) tal
que Z(x) = Z, para cada = € S(Z,).

En términos generales, la transformada Z convierte una sucesion de tiempo discreto
de valor real o complejo en una funcién z de valor complejo. Por lo que, de las Definiciones
3.1.1 y 3.1.2, se tiene que:

Zlz(n)] =Y ax(n)z" (3.1.1)

n=0

Puesto que la suma se define para 0 < n < oo, la ecuacion (3.1.1) se conoce como la
version unilateral de la transformada. Al igual que con la transformada de Laplace unila-
teral, la restriccion al tiempo positivo no es generalmente una desventaja. Sin embargo,
en ocasiones se necesita la version alternativa bilateral de la transformada. La principal
razon por la que en este documento se analiza la transformada Z unilateral es que la
transformada Z bilateral no es 1til para resolver ecuaciones en diferencias con condiciones
iniciales distintas de cero.

Ejemplo 3.1.3. Sea z € S(Z.) tal que:

3 sin=1,
z(n) =44 sin=05,

0 en otro caso,

para cada n € Z,. Hallemos la transformada Z. Utilizando la ecuacion (3.1.1), se sigue

que:
3 4 32+4
Z =32t 44 =" = = .
()] =327 44270 =2 o =g
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3.1. Definiciones y ejemplos

Im =z
Region de
convergencia
R
Re =
Region de
divergencia

Figura 3.1: Regiones de convergencia y divergencia de z(z), |z| > R.

Para una sucesion dada z(n), su transformada Z existira, en general, para un cierto
rango de valores de la variable compleja z. La transformada Z de una sucesion z(n) existe
si > x(n)z <3 |z(n)z™"| < co. Este rango de valores de z sobre el cual existe
la transformada Z, es decir, el conjunto de ntimeros z en el plano complejo para el que
converge la serie (3.1.1) se denomina region de convergencia de (z). El método mas comtn
para hallar la regién de convergencia de esta serie es el criterio del cociente. Supongamos
que:

x(n+1)

lim o)

n—o0

—r

Luego, por el criterio del cociente, la ecuacion (3.1.1):

= Caso 1. Converge si lim x(%fﬁiﬁfl <1
n—oo
n—oo

Lo que quiere decir que, la serie (3.1.1) converge en la region {z € C : |z| > R} y
diverge para {z € C: |z| < R}, como se muestra en la Figura 3.1.

El namero R se denomina radio de convergencia de la serie (3.1.1). Si R = 0, la
transformada Z, Z(z), converge en todas partes exceptuando tal vez el origen. Por otro
lado, si R = oo, la transformada Z diverge en todas partes.
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

Transformada Z de algunas funciones elementales

La definicién de Transformada Z y el concepto de radio de convergencia se ilustran en los
siguientes ejemplos, en los que se analizan algunas de las funciones elementales que son de
utilidad en las secciones posteriores de este capitulo.

Ejemplo 3.1.4. Sea z € S(Z) con z(n) = a™, donde a € R es fijo. Hallemos la transfor-
mada Z de x y su radio de convergencia.

De la ecuacion (3.1.1), se tiene que:

o

Zlz(n)] = Z(a") = ia”z” — (9)" (3.1.2)

n=0
Luego, el radio de convergencia estd determinado por:
n+1

R = lim

n—oo

| = |al.

Observemos que la suma de la ecuacion (3.1.2) es una serie geométrica. Si }g! <10
de forma equivalente, |a| < |z|, entonces la serie converge, lo que quiere decir que:

Zla"] = =_—, con |z| > |al. (3.1.3)

Esto significa que la region de convergencia de la transformada Z de x(n) = a™ es la
region que esté fuera del circulo de radio |al.

Un caso fundamental del resultado (3.1.3) es cuando a = 1. Lo que quiere decir que:

2
z—1’

Z[1] = con |z| > 1.
Ejemplo 3.1.5. Sea z € S(Zy) con z(n) = na™, donde a € R es fijo. Hallemos la
transformada Z de x y su radio de convergencia.

Recordemos que una serie infinita Z(a") puede diferenciarse término a término el
numero de veces que sea necesario en su regiéon de convergencia. Utilizando la ecuacion
(3.1.1), se sigue que:




3.1. Definiciones y ejemplos

= a
—xan" L' conz=-—
n=0 o
d & a
:x—zgv”, con xr = —
dx z
n=0
d 1
=TT, conz=-, lz] <1
x a
:(1—33)2’ con & = —, lz] <1
a
= —% 5, con z[ <1
(1-19)
az
= m, con |Z| > |a|

Por lo tanto, la transformada Z buscada es Z[na"| = oo con 12| > |al.

z—a)??

Para calcular la transformada Z de funciones de la forma z(n) = n*a", se realiza un

proceso similar al del ejemplo anterior. Para k = 2, se tiene que:

n2an _%(1—'_%)_@2(2—’_@) con |z a
Ehiw = 5 s = gy en >l (3.1.4)

Ejemplo 3.1.6. Sea x € S(Z.) definida como:

x(n)z{ﬁ sin >0,

0 en otro caso.

Antes de continuar con la transformada Z de otra funcién, recordemos la siguiente
definicion:

Definicion 3.1.7. La sucesion de impulsos de unidad o sucesion delta de Kronecker, esta
definida de la forma siguiente:

50(n) 1 sin=k,
n)=
g 0 sin#k.

Ejemplo 3.1.8. Calculemos la transformada Z de la sucesion delta de Kronecker. Se tiene
que:

. 1

Zo(n)] =) (n)z =z = —.

n=0

2k
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

En caso de que k = 0, se sigue que:

Z[6(n)] = 1.

Observemos que el radio de convergencia de Z[0,(n)] es R = 0.

3.1.1. Propiedades de la transformada Z

Como ya se ha mencionado, existen diversas similitudes entre la transformada Z y la
transformada de Laplace, una de ellas son las propiedades que cada una cumplen, por
lo que vamos a enlistar algunas propiedades basicas de la transformada Z. De esta for-
ma, podemos observar diferencias y similitudes entre ambas. Utilizamos estas propiedades,
principalmente para calcular transformadas Z de sucesiones mas complejas. Primero enun-
ciamos cada propiedad, luego la demostramos y finalizamos ilustradonla con ejemplos.

Linealidad

La linealidad es una consecuencia del hecho de que el conjunto de niimeros complejos C
junto con su suma y su multiplicaciéon forma un campo. Por esto, se tiene que la trans-
formada Z es lineal. En otras palabras, la transformada Z de una combinacién lineal de
sucesiones es la combinacion lineal de las transformadas Z de cada una de ellas.

Sean z, y € S(Z4). Si Z(2) es la transformada Z de z con radio de convergencia R; y
7(z) es la transformada Z de y con radio de convergencia R, se tiene que:

» Ziz(n) +y(n)] = Z[z(n)] + Z[y(n)] = 2(2) + §(z), donde |z|] > max(R;, Ry).

» Zlax(n)] = aZ[x(n)] = az(z), para cada numero complejo .

Lo anterior es valido debido a que:

n=0
= az x(n)z "+ Z y(n)z™"
n=0 n=0

=aZ[z(n)] + Z[y(n;], con |z| > max(Ry, Ra).

Ejemplo 3.1.9. Hallemos la transformada Z de la sucesion {sen (nw)}.

Recordemos que ¢ = cos (6) + isen (), para cada 0 € R. De aqui que e =
cos (#) — isen (#). Lo que quiere decir que cos (0) = —ewJ’;ﬂe y sen (0) = —619_2:?720

Se sigue que:

Z[sen (nw)] = i (Z[e¥] = Z[e™]).

21
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3.1. Definiciones y ejemplos

De la ecuacion (3.1.3), se tiene que:

Z[sen(nw)]:%( . )

z—eWw  z—ew

2 ((z—e™) — (2 — ™)
()
_ zsen (w)
(z —e)(z —e7™)
zsen (w)
22— z(ew 4 e W) 4+ 1
zsen (w)

- , > 1.
22 —2zcos (w) + 1 con [z

Ejemplo 3.1.10. Hallemos la transformada Z de la sucesion {cos (nw)}.

De manera similar al ejemplo anterior, tenemos:

Z[cos (nw)] = = (Z[e™] + Z[e ™))

NNl NN N= N e

o) o)

2% — zcos (w)
o)

B 2? — zcos (w)

S22 — (e +emw) + 1

22— zcos(w)

22— 2zcos(w) + 17

con |z| > 1.

Desplazamiento

La propiedad de desplazamiento temporal relaciona la transformada Z de la sucesion
desplazada con la de la sucesion original sin desplazarla.

(a) Desplazamiento a la derecha: Si z(i) = 0, para i € {1,2,...,k}, entonces:

Z[z(n — k)] = 27*2(2), con |z| > R.
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

Se tiene que:

Zlx(n — k)] = Zm

n=0

= i R = — k
m=—Fk

_ i —(m+k) + Z —(m+k)
m=—k

=0+4z7" Z x(m)z
m=0

=2"%#(z), con|z| > R.

Ejemplo 3.1.11. Sean z, y € S(Z.) tales que x(n) = 0.9" y y(n) = 0.8". Hallemos
Z[w(n)], donde w(n) = xz(n) —y(n — 1), para cada n € Z, con n > ny |17, pag. 510].
Se sigue que:

Zlw(n)] = Zlz(n) — y(n — 1)]
ZZMMH Zly(n —1)]
= Z(z) — ()

T 209 2-08
22 -1.8240.9

(z—0.8)(z —0.9)
(2 — 0.9)% +0.32

= (:=08)(z—09)’ con |z| > 0.9.
(b) Desplazamiento a la izquierda: Se tiene que:
k-1
Zlx(n+ k)] = 2"3(2) =Y a(r)F", |2| > R. (3.1.5)
r=0

Para demostrar la ecuacion (3.1.5), notemos que:

x(n+ k)] ixn—l—k
n=0
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3.1. Definiciones y ejemplos

= Zx(r)z_(r_k), r=n+k

r=k
=< (Z x(r)z™" — y x(r)z_r>
= (32(2) Y x(r)z”)
e
=2"E(2) =) a(r)T, 2] > R

=0

<

Ejemplo 3.1.12. Sea z € S(Z,) tal que x(n) = 2", para cada n € Z; con n > ny.
Hallemos la transformada Z de z(n + 2):

1
Z [271-&—2} _ 22 (Z i 2) . ZQTZZ—T

r=0
3
z 2
= — 2
p— (2% + 22)
4z
= > 2.
R

Inversion en el tiempo

La transformada Z de una sucesion invertida en el tiempo es la transformada Z de la

sucesion original en funcion de 271, por lo que:

En efecto, por la definiciéon de la transformada Z tenemos:

Zx(—n)] = Z x(—n)z"".

n=0

Sustituyendo —n = m:

m=—oo
o
= x(m)z""
m=0




3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

Ademas, la region de convergencia de Z[z(n)] que es || > R se convierte en |z| > .

Valor inicial y final

(a) Teorema del valor inicial: Esta propiedad es ttil para determinar directamente el
valor inicial de x(n), z(0), a partir de Z(z). Se tiene que:

lim Z(z) = x(0).

|z]—o0

Para verificar esto, se realiza lo siguiente:

lim Z(z) = z(0).

|z] =00
Ejemplo 3.1.13. Sea x € S(Z,) tal que Z(z) = 2213% Hallemos el valor inicial de
x |27, pag. 296]. Se sigue que:

22— 2245
O :1 _— =

zsen (w)
22—2zcos (w)+17

Ejemplo 3.1.14. Hemos calculado que Z(sen (nw))

con |z| > 1.
Hallemos el valor inicial 2(0). Se tiene que:

zsen (w) _g

0)= 1
#(0) |z|1—r>noo 22— 2zcos (w) + 1

(b) Teorema del valor final: Esta propiedad nos sirve para determinar el valor final de
z(n), esto es x(o0), directamente a partir de Z(z). Si 2(0c0) existe, se sigue que:

= lim(z — 1)Z(2).

z—1

Para probar esto, notemos que:

[e.9]

Zlz(n+1) —2(n)] = [z(n+1) - z(n)]z "

n=0
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3.1. Definiciones y ejemplos

Utilizando (3.1.5) en el lado izquierdo de la ecuaciéon anterior:

2#(2) — 22(0) — #(2) = Y [w(n+1) = z(n)]z™"
(2 = Di(z) = z2(0) + Y _[x(n+ 1) — z(n)]z™".

De aqui que:

lim(z — 1)z(z) = z(0) + Z[x(n +1) —z(n)] = lim z(n).

z—1 n—oo

Ejemplo 3.1.15. Sea z € S(Zy) tal que &(z) = ;jjji. Hallemos el valor final de
2 2
x |27, pag. 297|:

22 5) 22 5)
lim (= — 1) (#) ~ im (&) _
Z—00 Z—§Z+— 2—00 2 — =

Convoluciéon

Sean x,y € S(Z. ). La convolucion de x y y se denota mediante * y es de la forma siguiente:

n n

z(n) «y(n) =Y a(n—jy(j) =Y _ z(n)y(n—j).

j=0 7=0

Luego, se tiene que:

Zlz(n) xy(n)] = 2(2)y(2).

Para demostrar esto, podemos hacer lo siguiente:

=2 _y() 3 wlm =)

= Zy(j) Zm(s)z’(sﬂ) con s=m—j

y(j)2j> (Z »’U(S)ZS) cons=m-—j

s=0

z
Ejemplo 3.1.16. Sean =, y € S(Z,) con z(n) = a™ y y(n) = b", donde a, b € R son fijos.
Hallemos la transformada Z de la convolucion de x y y:

2lalo) o) =3i) = () (5) = ==y




3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

Multiplicacién por a”

Sea x € S(Z4). Si Z(z) es la transformada Z de = y R es su radio de convergencia, se
tiene que:

Zla"x(n)] = (Z) . |z| > |a|R.

La prueba es de la forma siguiente:
Zla"z(n)] = ia"m(n)z” = ix(n) <E> o <f> :
n=0 n=0 a a

Si Z(z) converge en |z| > R, entonces el radio de convergencia de & (2) es |z| > |a|R.

Notemos que la multiplicacion de xz(n) por a™ corresponde a escalar la variable z, por

ejemplo Z[1] = %5 con |z| > 1y Z[2"] = %7 = %5 con |z| > 2.

[SIEN

Ejemplo 3.1.17. Determinemos la transformada Z de a™ cos (nw), para cada n € Z,:

(3 —Zcos(w) 2= zacos(w)

Zla™ cos (nw)] = (i)g 2 (2) cos (@) + 1 22— 2zacos (w) + a?

con |z| > |al.

Multiplicacién por n*

En el Ejemplo 3.1.5 se demostré que Z[na"| = oayz> que también se puede escribir de la
forma: p
Z[na"] = —z— Z[a").
na”) = =4 z(a"

Similarmente, la ecuacion (3.1.4) puede escribirse:

De forma general, se tiene que:

Zlnkz(n)] = (—z%)kZ[:c(n)] con |2| > R.

Demostremos esto por induccién. Para k = 1, se sigue que:

[e.9]

=2y x(n)(nz")

n=0
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3.1. Definiciones y ejemplos

n=0
= _Zdiz 2. x(n)z™"
= —ziZ[a:(n)] (3.1.6)
=z : 1.
Supongamos que se cumple que Z[n*z(n)] = (—zd%)kZ[x(n)]. Ahora, veamos que

Zn*tlz(n)] = (—zd%)]wrl Z[xz(n)]. Se tiene que:
Z[nFz(n)] = Z[n - nfx(n)]
— Zny(n)]  con y(n) = nFx(n)

=—2z—2Z[y(n)] con y(n) = n*x(n)

-
O
=
)
[emnd
&)
B
=

\.O
0
D
<
D
=,
jamp)
)
®

o)
jar)
D

N
3

ES
=

S

Il
|

N

|

SN—"

ES

N

=
3

Pt

Divisién por n

Esta propiedad es similar a la anterior y puede obtenerse de (3.1.6). Sean =, y € S(Z,)
tal que y(n) = x(n), para cada n € Z,. Se tiene que la transformada Z de y es de la

forma siguiente:
zlyn) = - [ Z2 g

Veamos que esto es cierto. Debido a que y(n) = %x(n), para cada n € Z,, se sigue que
z(n) = ny(n), para cada n € Z,. Luego, por la ecuacion (3.1.6):
d

Z|(z(n)] = Z[ny(n)] = —2—Z[y(n)].

Reordenando e integrando en ambos lados de la ecuacion anterior, obtenemos Z[y(n)| =
— [ M dz. Notemos que el radio de convergencia de §(z) no incluye a z = 0.

Ejemplo 3.1.18. Sea z € S(Z,) tal que z(n) = %, para cada n € Z,. Hallemos la
transformada Z de x:

z[aﬂ :—/Z[jn],dz:—/§~Ziadz:—ln(z—a).
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

Multiplicacién por e~ "

Sea x € S(Z4). Se tiene que:

Esto es debido a que:

Zle "x(n)] = Z e "x(n)z " = Z z(n)(e®z)™" = T(ez).

Suma o acumulacion

Sea y € S(Zy) tal que y(n) =>." . x(m). La propiedad de acumulacion establece que:

m=0

Para probar la igualdad anterior, escribimos:

n—

y(n) =Y a(m) +z(n) = y(n —1) +z(n).

=0

Utilizando las propiedades de linealidad y desplazamiento a la derecha, se sigue que:
1
Zly(n)] = 2ly(n — V] + Z[z(n)] = —Z[y(n)] + Z[z(n)],

resolviendo para Z[y(n)]:

Zly(n)] = Z[;i”)] = - - - Z[x(n)].

z

Ejemplo 3.1.19. Sea z € S(Z;) tal que z(n) = (—1)", para cada n € Z,. Hallemos la

transformada Z de y(n) = >_" _, z(m):
n 2
z oz z
Z =2Z E - = = :
[y(n)] m:0< ) ] z—1z4+1 221
Semiperiodicidad

Sea © € S(Z,) tal que es periddica de periodo N € N, esto es, x(n + N) = z(n), para
cada n € Z, . Se tiene que la transformada Z de una sucesiéon peridédica de periodo N es
de la forma siguiente:

Zz(n)] = z(k)z 7" (3.1.7)




3.1. Definiciones y ejemplos

—
—

Figura 3.2: Sucesion periodica.

Recordemos que Z[z(n)] =~ z(n)z~". Dado que z(n) es periodica de periodo N,
podemos escribir la suma en bloques de tamano N:

N— N—

0 1
— § l’ f(mNJrk SL’ 7k § meN7
0

m=0 k=0 k=

,_.

donde m representa el nimero de bloques completos de tamano N y k recorre los valores
dentro de un bloque de tamano N. Notemos que en la ecuacion anterior se involucra la

suma geométrica, >z~ = ——_ Lo que quiere decir que:
ZN N-1 .
Zzx(n)] = N1 x(k)z
k=0

Ejemplo 3.1.20. Determinemos la transformada Z de la sucesion periédica mostrada en
la Figura 3.2.

Notemos que la sucesion periodica z(n) es de periodo N = 4 y esté definida como:

0 sin=0 (méd 4),
2(n) = 1 s% n=1 (m(:)d 4),
2 sin=2 (méd 4),
1 sin=3 (mdd4)
Utilizando (3.1.7), se sigue que:
A
Z[x(n)] = . (2(0)2° + (12" + 2(2)27* + 2(3)27%)
Z j—
— 24 0 0 1 -1 2 -2 1 -3
_24_1( 0412 4227741270
P42 42
A1
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

3.2. Inversa de la transformada Z y soluciéon de ecua-
ciones en diferencias

La transformada Z juega un papel fundamental en los pasos para una forma de resolucion
de ecuaciones en diferencias, esto al transformar una sucesion desconocida x(n) en una
ecuacion algebraica en su transformada z(z). Para recuperar la sucesion original z(n) a
partir de Z(z), utilizamos la inversa de la transformada Z.

Un ejemplo préctico de la aplicacion de la inversa de la transformada Z se encuentra
en el area de la Electronica, donde se emplea para determinar la respuesta al impulso H (n)
de un filtro digital a partir de su funcion de transferencia H(z).

Definicion 3.2.1. Sea x € S(Z.). La inversa de la transformada Z se denota y define de
la forma siguiente:
Z Yz = 2.

Proposicion 3.2.2. La inversa de la transformada Z es tnica.

Demostracion. Supongamos que existen x, y € S(Z, ) con la misma transformada Z. Lo
que quiere decir que:

Zx(n)z’” = Zy(n)z’” con |z| > R. (3.2.1)

De aqui que:

M8

[z(n) —y(n)]z~" =0 con |z| > R. (3.2.2)

Il
o

n

Del Teorema de Laurent [7, Teorema 1.11], se sigue que z(n) = y(n). Sin embargo, es
preciso mencionar que la inversa de la transformada Z es tnica siempre que la regiéon de
convergencia esté especificada. ]

En la Tabla 3.2.1 se concentran las transformadas Z y sus respectivas inversas de
funciones elementales, debido a que sera de gran utilidad en algunos métodos para calcular
las inversas.

La inversa de la transformada Z se puede obtener por mas métodos que la inversa
de la transformada de Laplace, siendo la expansion de fracciones parciales el método mas
utilizado. Los métodos que se analizan en este documento son los mas comunes y son los
siguientes:

= Método de series de potencia.
= Método de fracciones parciales.

= Método de inversion integral.

124



3.2.

Inversa de la transformada Z y soluciéon de ecuaciones en diferencias

Tabla 3.2.1: Pares de la transformada Z.

z(n) 7(2) (n) (2)
1| 6o(n) 1 15 | nkar (-1* (22)" (&)
2 r(n) ZLk 16 | sen (nw) %
2 1 o 17 | cos (nw) ﬁ%m
4 | qn 2 18 | a"sen (nw) %
5 | an! L 19 | a"cos (nw) ﬁﬁ%
6 = 20 | o e
7 n+1 & 21 | cosh (nw) %
8 | n? (] 22 | senh (nw) —
9 | n? Al 23| L n>0 In ()
10 | n* (—1)k (zd%)k ()| 24| e™a(n) z(e“z)
11 | na” E=E 25 | n® =n(n-1) (23—21)3
12| (n+1)a" | o 26 Zik)_:k TI)_ e ey
13 | n2a" a(zz(f:)%) 27 | z(n—k) 27%3(2)
14| nPa" = 28| aln+k) ix(z’zz 2(r)2h

Antes de desarrollar cada método, es crucial recordar que al hallar la inversa de la
transformada Z, siempre se supone que para cualquier sucesion z(n), se tiene que (k) = 0
con k=-1,-2,-3,....

3.2.1. Meétodo de series de potencia

Mediante este método podemos obtener la inversa de la transformada Z expandiendo Z(z)
en una serie de potencias infinita en 27! en su region de convergencia:

[e.e]
T(z) = Zaiz”' con |z| > R.
i=0

Luego, comparando la ecuacion anterior con Z[z(n)] = Y oo, x(i)z~" para |z| > R, se

concluye que z(n) = a,, para cada n € Z,.

g(z)
h(z)’

en z, entonces simplemente se realiza la division de ¢(z) entre h(z) para obtener una
expansion en serie de potencias (z) en 271, Este es un caso particular y es conocido como
método de la division larga.

Si Z(z) se da en forma de funcién racional Z(z) = donde g(2) y h(z) son polinomios

Ejemplo 3.2.3. Determinemos la inversa de la transformada Z de Z(z) = In (1 + %) con
2| > lal.
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

( 1)n+1
n=1

La expansion en serie de potencias para In (14 u) es > - u" para u < 1. Lo

que quiere decir que:

Be) =t (1+9) = i nH() :Z::( nﬂn)z" con |2| > [a].

n=1

Notemos que la suma inicia desde n = 1, a diferencia de la suma que define a la
transformada Z, que comienza en n = 0. Sin embargo, en este caso, al observar la expansion
en series de potencias, vemos que para n = 0, en la suma de la serie logaritmica es cero,
porque In (1) = 0. Por lo tanto, el desarrollo en series efectivamente comienza en n =1y
no se pierde informaciéon al considerar tinicamente los términos desde n = 1. De todo lo
anterior, para mayor claridad, escribimos a x(n) de la forma siguiente:

0, n=0
r\n) = n+1
( ) {(—1)n+ : > 1
Ejemplo 3.2.4. Hallemos la inversa de la transformada Z de #(z) = In(1— ) con

2| > [al.
La expansién en serie de potencias para In (1 —u) es —> > Lu™ para |u| < 1. De

aqui que:

n=1n

#z) =t (1- %) = —nzé (4)" = > (-%) 2 con |2| > al.

=1

I
-
3

Método de la division larga

Ahora veamos algunos ejemplos del ya mencionado método de la division larga. Es preciso
mencionar que un posible inconveniente de este método es que no nos proporciona una
expresion en forma cerrada de x(n), es decir, que aunque se puede obtener una serie de
valores para x(n), no obtenemos una féormula general que describa z(n) en términos de
n. Adicionalmente, la division larga se vuelve tediosa si se necesitan méas de unos pocos
valores. Esta importante deficiencia limita la utilidad del enfoque de division larga.

Ejemplo 3.2.5. Utilicemos el método de la divisiéon larga para hallar la inversa de la

=, )
transformada 2 de (2) = F %5

Realizamos la division larga de la siguiente forma:
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3.2. Inversa de la transformada Z y solucion de ecuaciones en diferencias

10272 3,734 3274

24243 222

22414 3271

—343271

—3—-32"2_9;3

321432240923

327143273 4 924

32724+ 622 —9z1

Lo que quiere decir que:

Fz) =21 =323 3274+ ...

Por lo tanto, z(n) ={0,1,0,-3,3,...}.

Ejemplo 3.2.6. Hallemos la inversa de la transformada Z de z(z) = %

Escribimos #(z) como un cociente entre dos polinomios en términos de z~!, obteniendo:

B 14271
01— 92214 2

(2)

Realizando la division larga:

F(z) =143 45224723+ 927 41125 4.

De aqui, z(0) = 1, z(1) =3, x(2) =5, z(3) =7, z(4) =9,.... En consecuencia,
z(n) =2n+ 1.
3.2.2. Meétodo de fracciones parciales

La mayoria de las transformadas Z de interés practico son funciones racionales en z,
analitica en oo de la forma siguiente:

T(z) = = con m < n. (3.2.3)

p(z)  bo2™ 4+ b2 b+ b1z 4 by
q(z)  ap"+ a4 +a,12+ 0,
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

Factorizando ¢(z) en un producto de términos, podemos expresar a &(z) como la suma
de fracciones parciales:

Al igual que la transformada Z es lineal, la inversa de la transformada Z también tiene
esta propiedad, por lo que la suma de cada una de las inversas de 7(z), Z2(z), Z3(2), . ..
es la inversa de la transformada Z dada. De este modo:

z(n) = Z7E(2)] + 27V 5 (2)] + 27 Es(2)] + - -

De aqui que la Tabla 3.2.1 es util para calcular Z71[z;(2)], para cada i € Z, . Antes de
proporcionar ejemplos de este método tengamos en cuenta la siguiente:

Definicion 3.2.7. Las raices de p(z) en la ecuacion (3.2.3) son conocidas como ceros de
z(z) y las raices de ¢(z) son llamadas polos de Z(z).

[lustramos los casos de polos simples, polos repetidos y polos complejos, proporcionan-
do tanto ejemplos del método en cada caso como ejemplos de como se resuelven algunas
ecuaciones en diferencias utilizando la transformada Z y su inversa.

Polos simples
Ejemplo 3.2.8. Hallemos la inversa de la transformada Z de z(z) = —(;_Z;)’(gz).
Realizando la expansion en fracciones parciales de Z(z), se tiene que:

z(z) Tz —23 a b

2 :(2—3)(2—4)22—34—2—4'

Luego, multiplicamos la ecuacion por (z — 3)(z — 4):

Tz —23=a(z—4)+b(z — 3).

Si hacemos z = 3 en la ecuacién anterior, obtenemos a = 2. De forma similar, si
sustituimos z = 4, hallamos que b = 5. De aqui que:

j(z)zz(zi3>+5(zi4).

Por lo tanto, z(n) = 2(3)™ + 5(4)".
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3.2. Inversa de la transformada Z y solucion de ecuaciones en diferencias

Ejemplo 3.2.9. Sea x € S(Z, ). Resolvamos la siguiente ecuacion en diferencias:

r(n+2)+3z(n+1)+2x(n)=0 con z(0)=1, z(1)=—4.

Calculando la transformada Z obtenemos:

o2z —1)
(z) = GCrD(z+2)

Realizamos la expansion en fracciones parciales de @:

z(2) z—1 a b

z (24 1)(2+2) POy R
Multiplicando la ecuacién anterior por (z + 1)(z + 2), para eliminar la fraccion:

z—1=a(z+2)+b(z+1)
= (a+b)z+ (2a+1D).

Comparando los coeficientes de las potencias iguales de z, se tiene que:

a+b=1
2a + b= —1.
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior obtenemos a = —2 y b = 3. Lo que quiere
decir que:
Z(2) -2 3

z _z+1+z+2

z z
T = -2 —— 3 .
)= =2 () +3 ()

Utilizando la inversa de la transformada Z en ambos lados de la ecuacién, se sigue que
la solucion de la ecuacion en diferencias es la siguiente:

z(n) = —2(—1)" 4+ 3(-2)".

Polos repetidos

Ejemplo 3.2.10. Calculemos la inversa de la transformada Z de z(z) =
Haciendo la descomposicion en fracciones parciales de Z(z), se sigue que:

z(z) z41 _a b L o
2 2(z-H(E=-12 2z z—3 z-1 (z-1)%
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

De esta forma:
1 , ) 1 1
z+1=a s (z=1)"4+bz(z—1)"+ 12 s (z—=1) 4 coz i=5)-
Realizando las sustituciones adecuadas, hallamos que a = =2, b=12,c= —-10y d = 4.
Se tiene que:
i(z)_—QjL 12 N —10+ 4
=z oz—1 z-1 (21
12z —10z 4z

r(z) = —2 .
z(z) +z—%+z—1+(z—1)2

Ocupando la inversa de la transformada Z, obtenemos z(n) = —2d5(n) + 12 (%)2 -

10 + 4n.
Ejemplo 3.2.11. Sea = € §(Z, ). Resolvamos la siguiente ecuacion en diferencias:

z(n+4) 4+ 9z(n +2) + 30x(n + 2) + 44z(n + 1) + 24z(n) = 0,
z(2)=1, =x(3)=10.
Calculamos la transformada Z de la ecuacion en diferencias:

o 2(z—1)
)= i)

@ en fracciones parciales y obtenemos lo siguiente:

Realizamos la expansion de

T(z) (z—1) _ ;e 6 b
2 (z423(z+3) 242 (2+2)? (2423 243
Haciendo las sustituciones necesarias concluimos que a; = —4, as = 4, a3 = -3y
b = 4. Lo que quiere decir que:

T(z)  —4 n 4 . -3 n 4

2 z+2 (2422 (2423 243
H(2) —4z n 4z n -3z n 4z

2(z) = .

242 (242)?2 (2+2)3 243

Por lo tanto, la soluciéon de la ecuacion en diferencias es de la forma siguiente
3
z(n) = —4(=2)" — 2n(—-2)" + Zn(n —1)(=2)" +4(-3)"

_ Gn? _ %n - 4) (=2)" +4(-3)"
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3.2. Inversa de la transformada Z y solucion de ecuaciones en diferencias

Polos complejos

En este caso también se utiliza el mismo procedimiento que en los dos casos anteriores.
Si los coeficientes de Z(z) son reales, entonces los pares de polos complejos conjugados
siempre tendran coeficientes complejos conjugados con sus respectivas fracciones parciales
una vez realizada la descomposiciéon. Por lo tanto, sélo es necesario calcular uno de los
coeficientes complejos para cada par de polos complejos conjugados.

Ejemplo 3.2.12. Sea x € S§(Z, ). Resolvamos la siguiente ecuacion en diferencias:

z(n+3)—xz(n+2)+2x(n)=0 con x(0)=1, =z(1)=1.

Utilizando la transformada Z en ambos lados de la ecuaciéon en diferencias, se tiene
que:

23

(22 =2242)(2+1)

Haciendo la descomposicion de @ en fracciones parciales:

z(2) =

i(z) 22 aq sy b

z (22—=2242)(z+1) z—(1+i)+z—(1—i)+z+1'

Realizando las sustituciones adecuadas hallamos las constantes a; = 2 — i

5 5% g = a_l =
2+ Li y b = 1. Para simplificar el prodecimiento, pongamos A = 1 + i. Luego, se sigue

que:

- 1
x(z): G, % 3
z zZ—A 22—\ z+1
a1z a1z i
SO\ 5
:U(z)—z_/\—i-z_x-i-z_i_l

Esto significa que:
1
z(n) =\ + ;A + g(—l)”.
Notemos que a; A" +arA = 2Re (a1 \"). Para calcular Re (a;\"), es util escribir A en
su forma polar \" = |\"|(cos (narg(\)) + isen (narg(X))). De aqui que:
a1 A" = |aq||\"|(cos (narg(\) + arg(aq)) + isen (narg(\) + arg(aq)))
Re (a1 \") = |a1||\"|(cos (narg(N\) + arg(aq)))

_ (é\/g) (\/5)"@05 (% _ 0.463>,

dado que ] = (37 + (<5 = 15, I\ = VT = V2, arg(h)  tan~? (23 =

tan~'(1) =2 y arg(a;) = tan™! G?el&;) = tan' (—3) = —0.463. Lo que quiere decir
que:

2(n) = %(—1)" + (gx/ﬁ) (ﬂ)"cos (% - 0.463).
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

3.2.3. Meétodo de inversién integral

En las secciones anteriores exploramos los métodos de series de potencias y fracciones
parciales para hallar la inversa de la transformada Z de diversas funciones, sin embargo,
no siempre es posible utilizar estos métodos. Nuevamente hallamos una analogia con el caso
continuo, debido a que cuando se puede hallar la inversa de la transformada de Laplace
utilizando fracciones parciales, es posible ocupar la integral de contorno de Bromwich [17].
En el caso discreto se tiene algo similar, ya que cuando no es posible utilizar las fracciones
parciales, se puede encontrar la inversa de la transformada Z mediante la integracion
de contornos complejos, que es la herramienta de inversiéon definitiva. La inversa de la
transformada Z de Z(z) es la suma de todos los residuos de (z)z""!. De la definicion de
transformada Z se tiene que:

F(2)2" ! = Zm(i)z"’i’l (3.2.4)
=2(0)2" P+ ()" 2+ an)z Fan+ 1)z 4

La ecuacion (3.2.4) da la expansion en series de Laurent |7, Teorema 1.11] de z(z)z""*

alrededor de z = 0.

Sea C' la region de convergencia de Z(z). Tomando la integral de contorno en ambos
lados de (3.2.4):

1 1 - .
— @ 7(2)" Ndr = — [Z :c(z')z’] 2"z
¢ Li=o

2mi Jo 2mi

Dado que la suma converge a Z(z) dentro de la region de convergencia, la integral y la
suma se pueden intercambiar:

1 = n—1 _ = . 1 n—i—1
5 2(2)2" " dz = Zx(z) [27”, fgz dz} :

c i=0

Luego, por el Teorema Integral de Cauchy se establece que:

] ' 1 sinmei
e T StR=1, (3.2.5)
2m Jo 0 en otro caso.

De aqui que, por la ecuacion (3.2.5) se sigue que:

Ly,
x(n) —j[cx(z)z dz. (3.2.6)

- 21
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3.2. Inversa de la transformada Z y solucion de ecuaciones en diferencias

Im =z

Re z
2.3
Figura 3.3: Polos de Z(z).
Por el Teorema del Residuo [17, pag. 530], se tiene que:
z(n) = suma de los residuos de #(2)z""". (3.2.7)

Luego, supongamos que:
h
F(2)2" = —<Z)
9(2)

n=1 obtenemos los casos siguientes:

Al evaluar los residuos de Z(z)z
» Caso 1: g(z) tiene ceros simples. Esto significa que #(2)z""! tiene polos simples,
como podemos observar en la Figura 3.3. En este caso, el residuo K; en el polo z;

esta dado por:

Agzgg{@_¢g§g}. (3.2.8)

» Caso 2: g(z) tiene ceros repetidos. Lo que quiere decir que #(z)z""! tiene polos
repetidos. Si g(z) tiene un cero repetido z; de orden r, entonces el residuo K; en z;

es de la forma: . et h
" z
K, = Ii — ) —= 1.
i @—1ﬂ£ﬂdy4[@ Zﬂﬂ@}

Ejemplo 3.2.13. Hallemos la inversa de la transformada Z de z(z) = % utilizando
el método de inversion integral.

Multiplicando por z"~! en ambos lados de la ecuacién obtenemos:

_ (z—1)z"
(2 —2)2(2+3)

z(2)z
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

Esto es, 7(2)z""! tiene un polo simple en z; = 3 y un polo repetido en 25 = 2. De la
ecuacion (3.2.7), se sigue que z(n) = K; + Ky, donde K; y K5 son los residuos de 7(z)z""!
en z; y 2o, respectivamente. Se tiene que:

T G (G
Ky = lim, { (2 —2)%(2+3) }
_ L gy
— 25( )
_ b d [(E=2P( -1
Ke=Gogyimg; { (2 =2)%(z +3) }
i Sz 3) (4 nz =) — 2(z 1]
z—2 (Z+3)2

Por lo tanto, la inversa de Z(z) es de la forma siguiente:

4 845
z(n) = _%(—3)” + ( ;5 n) (2)"', paracadan € Z,.

Ejemplo 3.2.14. Calculemos la inversa de la transformada Z de Z(z) = % con |z| > |al,
obtenida en el Ejemplo 3.1.4. Se tiene que:

z—a

Lo que quiere decir que Z(z)z""! tiene tinicamente el polo simple z; = a. Debido a
que es el tnico polo de esta ecuacion, por (3.2.7), se tiene que x(n) = K7, donde K; es el
residuo de Z(2)z""! en z;. De aqui que:

z—a)z"
z(n) = K; = lim [Q

} =a", paracadane€Z,.
zZ—a

Z—Q

3.3. Ecuaciones en diferencias de Volterra de tipo con-
volucién: el caso escalar

Las ecuaciones de Volterra con tiempo discreto surgen principalmente en el proceso de
modelado de algunos fenémenos reales o aplicando un método numérico a una ecuaciéon
integral de Volterra. La estabilidad y la acotacion se encuentran entre las propiedades méas
importantes de las soluciones de las ecuaciones en diferencias de Volterra. De hecho, el
error entre la solucién verdadera y numérica de una ecuacion integral de Volterra satisface
una ecuacion discreta de Volterra y por lo tanto, la acotacion de las soluciones de esta
ecuacion discreta de Volterra asegura la acotacion del error global, es decir, la estabilidad
del considerado método numérico.
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3.3. Ecuaciones en diferencias de Volterra de tipo convolucion: el caso escalar

Definicion 3.3.1. Sea © € S(Z.). Las ecuaciones en diferencias de Volterra de tipo
convolucion son de la forma siguiente:

z(n+1)=ax(n)+ Z b(n — j7)z(j), paracadan € Zy, (3.3.1)
=0

donde a € Ry b: N — R es una funciéon discreta.

Esta ecuacion es considerada el andlogo discreto a la ecuacion integrodiferencial de
Volterra en el caso continuo [11]:

' (t) = ax(t) + /OS b(t — s)x(s) ds.

Notemos que en la ecuacion en diferencias (3.3.1) el tiempo futuro z(n+1) no depende
solamente de z(n), sino que depende de los anteriores x(i), con i € {0,...,n — 1}. Estos
sistemas en ocasiones son llamados hereditarios.

Proposicion 3.3.2. Sean z, y € S(Z,). Si ambas son soluciones de (3.3.1) con z(0) =
y(0), entonces x(n) = y(n), para cada n € Z,.

Demostracion. Supongamos que z y y son soluciones de (3.3.1) con 2(0) = y(0). La prueba
se realiza por induccion.

Para n = 0, por hipotesis se cumple que x(0) = y(0).

Supongamos que para algin m € Z, , se tiene que x(m) = y(m). Veamos que z(m+1) =
y(m +1). A partir de la ecuacion de Volterra para x, evaluada en n = m, se sigue que:

w(m+1) = az(m) + > b(m — f)a().
=0
Por la hipotesis de induccion, sabemos que z(j) = y(j) con j = 0,1,..., m. Sustitu-
yendo en la ecuacion para x(m + 1):
w(m+1) = ay(m) + Y b(m — j)y(j).
=0

Comparando con la ecuacion para y(m + 1):

m

y(m+1) =ay(m) + > _b(m — j)y(j),

J=0

observamos que a x(m + 1) y y(m + 1) les corresponde la misma expresion, de aqui que
z(m+1)=y(m+1).
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3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra

Lo que quiere decir que z(n) = y(n) para cada n € Z. [

Una de las principales formas de analizar la estabilidad de (3.3.1) es mediante el método
de la transformada Z. Para esto, se reescribe (3.3.1) en la forma de convolucion:

z(n+1) = ax(n) 4+ b(n) * z(n). (3.3.2)

Tomando la transformada Z en ambos lados de la ecuacién anterior:

28(2) — 22(0) = aZ(z) + b(2)E(2)
[z —a—b(2)]E(2) = z2(0)
zx(0)

#(z) = " T (3.3.3)

Pongamos: )
g(z) =z—a—10(2), paracadazé€C. (3.3.4)

Esta funcién compleja g desempena un papel fundamental en el anélisis de estabilidad
de (3.3.1). Previo a continuar con dicho andlisis, proporcionamos algunas definiciones
necesarias.

Consideremos el conjunto de funciones C(Z,) = {z|z : Z; — C}. Notemos que

S(Z+) CC(Zy).

Definicion 3.3.3. En C(Z.,) se definen las normas siguientes:

(a) Considerando la norma ||z||; =Y .2, |z(i)], 1 = {z € S(Z4) : ||z|1 < oo} es el espacio
normado (C(Z. ), | - )

(b) Considerando la norma Euclidiana ||z||s = [> ., |x(2’)|2]%, loy ={x € S(Zy) : ||z|: <
oo} es el espacio normado (C(Z4), || - [|2)-

(c) Considerando la norma infinito ||z|ls = sup{|z(¢)| : i > 0}, oo = {2z € S(Z;) :
||z]| o < 00} es el espacio normado (C(Z4), || - ||co)-

Proposicion 3.3.4. Se tiene que [; C Iy C ly.
Demostracion. Sea x € S(Z.).

» [} C ly. Supongamos que = € ly. Esto significa que ||z|; = .2, |z(i)| < co. Lo que
quiere decir que lliglo |z(i)| = 0. Por definicion, se sigue que para cada € > 0, existe
N € N tal que para cada i > N, se tiene que |z(i)| < e. Pongamos ¢ = 1. De aqui,
existe N; € N tal que para cada i > Ny, |z(i)] < 1. Como |z(i)| < 1, se sigue que
|z(2)|* < |z(4)]. Luego, por el Criterio de Comparacion ||z|ls = (3°72, |:L‘(Z)|2)% < 00.
Asi, x € l. De aqui, I; C Is.
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» [y C le. Supongamos que z € ly. Esto implica que |z|ls = (322, |x(z)|2)% < 00.
Para cada n € Z,, se tiene que |z(n)| < /> i [2(2)]? < /D e |2(9)]? = ||z||2- Lo
que quiere decir que sup{|z(i)| : i > 0} < ||z||2. En consecuencia, x|« es finita y
por ende x € . Asi, Iy C l.

Definicion 3.3.5. Sea g € C(Z,). Se dice que g es analitica en una region del plano
complejo si g es derivable en dicha region.

Teorema 3.3.6. Si x € [;, entonces:

(a) T es una funcién analitica en {z € C: |z| > 1}.

(b) [2(2)] = ||lzl[y en {z € C: |2] > 1}.

Demostracion. (a) Supongamos que z € ly. De aqui, ||z]; = Y.~ |z(n)| < co. Por otra
parte, el radio de convergencia de Z(z) = Y~ z(n)z " es R = 1. Esto significa que la
serie converge absolutamente en {z € C: |z| > 1}. Lo que quiere decir que Z(z) puede
ser derivada término a término en dicha region. En consecuencia, Z(z) es analitica en
{z € C: |z| > 1}. Para {z € C: |z| = 1}, dado que z € [;, la convergencia sigue siendo

valida. Esto implica que la funcion Z(z) es analitica también en la frontera |z| = 1.

Por lo tanto, Z(z) es analitica en la region {z € C: |z| > 1}.

(b) Supongamos que z € ;.

Si |z] = 1, entonces z~™ es un numero complejo en la circunferencia unitaria, por lo

que |z7"| = 1, para cada n € Z,. De aqui:

2(2)] =Y _x(m)z| 2 Y Ja(n)llz" = ) la(n)] = |l

Como z € [y, la desigualdad se mantiene para cada z € C con |z| > 1.

Por lo tanto, |Z(2)| > ||x||1, para cada z € C con |z| > 1.

De los incisos (a) y (b) se sigue el resultado. [

Ahora nos enfocamos en la funciéon g(z) = z — a — b(z) de la ecuacion (3.3.4). Es fun-
damental mencionar que esta funcién desempena el papel del polinomio caracteristico de
las ecuaciones en diferencias lineales [19]. En contraste con los polinomios caracteristicos,

la funcion g(z) puede tener infinitos ceros en el plano complejo. El lema que se expone a
continuacién indica el lugar donde deben estar los ceros de g(z).

Lema 3.3.7. Consideremos la ecuacion (3.3.4). Se tiene que:

(a) Todos los ceros de g estan en la region dada por {z € C: |z| < ¢}, para alguna ¢ € R™.
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(b) La funciéon g tiene un namero finito de ceros z en {z € C: |z| > 1}.

Demostracion. (a) La prueba se hace por contradiccion. Supongamos que existe un cero
de g tal que no esta en la region {z € C: |z| < ¢}, para cada ¢ € RT. Se sigue que
existe una sucesion {z;} de ceros de g tal que lim |z;| = co. Luego:

1—00

[z —al = [b(z)] = Y [b(n)z" < Y [b(n)]]2]

Notemos que lim [b(z;)| = b(0), mientras que lim |z — a| = oo, contradiccion.
1—r 00 1—00

Por lo tanto, todos los ceros de g estan en la region {z € C: |z| < ¢}, para alguna
ceR*.

(b) Notemos que por el inciso (a) de este lema, todos los ceros z de g con |z| > 1 se
encuentran en el anillo {z € C: 1 < |z] < ¢} para algin ¢ € R*. Por el Teorema
3.3.6-(a) podemos concluir que g es analitica en {z € C: 1 < |z| < ¢}. Luego, una
funcién analitica en una regién acotada solo puede tener un nimero finito de ceros
[11]. Por lo tanto, g tiene s6lo un ntmero finito de ceros en la region {z € C: |z| > 1}.

De los incisos (a) y (b) se sigue el resultado. |
A continuacién estudiamos un proceso que sirve para analizar el comportamiento cua-

litativo de las soluciones de (3.3.1). Para esto, utilizamos (3.3.3) y ¢~ '(2) para
obtener la forma siguiente:

= ﬁ,
7(z) = 2(0)zg(2).

Sea 7 un circulo que incluye todos los ceros de g(z). Notemos que el Lema 3.3.7-(a)
garantiza que el circulo 7 exista. De la ecuacion (3.2.6) obtenemos:

1 1
z(n) = — j{f(z)z"_l dz = — ¢ 2(0)2"g ! (2) dz, (3.3.5)
27 J, 2mi J,
y de la ecuacion (3.2.7), se sigue que:
x(n) = suma de los residuos de x(0)z"g " (2). (3.3.6)

Esto sugiere que:
z(n) => pr(n)z), (3.3.7)

tal que la suma se toma sobre todos los ceros de g(z), donde z, es una raiz multiple de
orden k y p.(n) es un polinomio en n de grado menor que k — 1. Para mostrar la validez
de la ecuacion (3.3.7), sea z, un cero de g(z) de orden k. Escribimos la siguiente expansion
en serie de Laurent [7, Teorema 1.11]:

g Hz) = Z gn(z — 2z,)"  para algunas constantes g,

n=—k
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= [ZJ —(z —2)"
-3 (’Z) iz )

El residuo de x(0)z"¢g!(2) en z, es z(0) multiplicado por el coeficiente de (z — 2,)~*

en g~!(z)z". El coeficiente de (2 — 2,)7* en g7'(2)2" esta dado por:

n _ n ne n n
gk (k B 1) 277,1 k+1 + gf(k+1) (k B 2) 2 k42 + oo+ g_1 (0> Zy -

De la ecuacion (3.3.6) se deduce que x(n) puede estar dado por la ecuacion (3.3.7).

Teorema 3.3.8. Sean z* un punto de equilibrio de (3.3.1) con z* = 0. El punto de
equilibrio x* es uniformemente estable si y sélo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

(a) g(z) # 0 para cada z € C con |z| > 1.

(b) Si z, es un cero de g(z) con |z.| = 1, entonces el residuo de z"g~'(z) en 2z = z, es
acotado conforme n — oo.

Demostracion. Supongamos que z* = 0 es uniformemente estable.Veamos que se cumplen
las condiciones (a) y (b). La prueba de ambas se realiza por contradiccion.

Supongamos que la condicién (a) no se cumple, es decir, existe z tal que |z| >
1y zo—a—0b(z) = 0. Esto implica que 2y es un cero de g(z) con |z| > 1. Por la
expresion de z(n) dada por la ecuacion (3.3.7), si zg es un cero de g(z) con |z > 1,

entonces lim zJ = oo, lo cual implicaria que z(n) no puede estar acotada, contradiciendo
n—oo

la estabilidad uniforme de z* = 0.
Lo que quiere decir que debe cumplirse que z — a — 5(2) # 0 para cada z € C con
|z| > 1.

Ahora, supongamos que la condicion (b) no se cumple, es decir, z, es un cero de g(z)
con |z,| = 1 tal que el residuo de 2"g~1(2) en z = 2, no esta acotado conforme n — oo.

El residuo de 2"g~!(z) en 2z = 2, esta dado por la combinacion lineal de términos de
la forma 2, ponderados por los coeficientes g_i, g—(x+1), - - -, g—1. Si estos términos no son
acotados conforme n — oo, entonces z(n) incluird un componente que crece o fluctia
indefinidamente, violando la condiciéon de que para cada € > 0, existe 6 > 0 independiente
de ng tal que |z(n)| < €, para cada n € Z.

De aqui que, para mantener la estabilidad uniforme, los residuos de z"¢g~!(z) en z = z,
deben estar acotados.

Por lo tanto, si z* = 0 es uniformemente estable, se cumplen las dos condiciones (a) y
(b).

Reciprocamente, supongamos que se cumplen las condiciones de los incisos (a) y (b).
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Por la condicién (a), se garantiza que no hay ceros de la funciéon g(z) fuera del circulo
unitario en el plano complejo, es decir, todos los ceros z, de g(z) satisfacen |z,| < 1.

Para los ceros z, tales que |z.| < 1, se cumple que lim 2" = 0. Por la ecuacion (3.3.7),
n—oo

la contribucion de estos ceros a la solucion z(n) disminuye a medida que n — oo, lo que
implica que estas contribuciones estan acotadas.

Por otro lado, si 2z, es un cero de g(z) con |z.| = 1, la condicion (b) asegura que el
residuo de 2(0)2"g~!(z) en z = 2, permanece acotado conforme n — co. Segtin la ecuaciéon
(3.3.6), se sigue que la contribucion de estos ceros a la solucion z(n) también esta acotada.

Combinando ambas observaciones, podemos concluir que existe L > 0 tal que:

|z(n)| < L|z(0)] para cadan € Z,.

Sea € > 0. Pongamos § = +. Supongamos que |z(0)| < J. Sea n > ng. De aqui que
|z(0)] < £. Luego, L|z(0)| < e. Como |z(n)| < L|z(0)], se tiene que |z(n)| < ¢, para cada
n € Z,. Notemos que d no depende de ng. Por lo tanto, x* es uniformemente estable. W

Teorema 3.3.9. Sea 2™ un punto de equilibrio de (3.3.1) con z* = 0. El punto de equilibrio
x* es asintoticamente uniformemente estable si y solo si z —a — b(z) # 0, para cada z € C
con |z| > 1.

Demostracion. Supongamos que z* = 0 es asintéticamente estable uniforme. Veamos que
z—a—Db(z) # 0 para cada z € C con |z| > 1. La prueba se realiza por contradiccion.
Supongamos que existe un cero z, de g(z) con |z,| > 1. Si |z,| > 1, entonces 2" creceria ex-
ponencialmente, lo cual contradice que z* = 0 sea uniformemente asintoéticamente estable.
Por otra parte, si |z,| = 1, entonces nh_}ngo 2 # x*, por lo que * = 0 no serfa uniforme-
mente atractor, nuevamente es una contradicciéon. Lo que quiere decir que se requiere que
z—a—b(z) # 0 para cada z € C con |z| > 1.

Reciprocamente, supongamos que z — a — E(Z) # 0 para cada z € C con |z] > 1.
Veamos que x* = 0 es asintoticamente estable uniforme. Por la hipodtesis, no hay ceros de
g(z) = z—a—Db(2) en el circulo unitario cerrado {z € C : |z| > 1}. Esto implica que todos
los ceros de g(z) deben estar estrictamente dentro del circulo unitario {z € C : |z| < 1}.
Ahora, de la representacion de la solucion dada por la ecuacion (3.3.7), como |z.| < 1,

se tiene que lim 2 = 0. Esto garantiza que cada término de la suma converge a cero y
n—oo

dado que p,(n) es un polinomio de grado finito, la convergencia es uniforme. De aqui que,
lim z(n) = z*. Se sigue que z* = 0 es uniformemente asintéticamente estable. n
n—oo

3.4. Ciriterios explicitos para la estabilidad de las ecua-
ciones de Volterra

En ocasiones utilizar teoremas como los de la seccién anterior no es sencillo, ya que hallar
los ceros de g(z) puede llegar a ser complicado en la mayoria de los problemas. Por todo
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esto, para realizar el analisis de estabilidad de las ecuaciones en diferencias de la forma
(3.3.1) es fundamental proporcionar los criterios explicitos de estabilidad.

Teorema 3.4.1. Consideremos la ecuacion (3.3.1). Sea 2* un punto de equilibrio de (3.3.1)
tal que z* = 0. Si b(n) no cambia de signo para cadan € Z, y

la] + ib(n) <1, (3.4.1)

entonces x* es asintoticamente estable.
Demostracion. Supongamos que b(n) no cambia de signo para cada n € Z, y que se

cumple la condicion |a| + > b(n)| < 1. Definimos § = Y~ b(n) y d(n) = 57'b(n)
para cada n € Z,. Como b(n) no cambia de signo, se sigue que d(n) no cambia de signo.

Ademas: . .
D d(n) == b(n)=1.

Es mas, d(1) = 1y |d(z)| < 1 para cada z € C con |z| > 1, donde d(z) es la transfor-
mada Z de d(n). Podemos reescribir ¢g(z) de la forma siguiente:

g(z) =z —a — Bd(z). (3.4.2)

=

Veamos que la solucion z* = 0 es asintoticamente estable. Para esto, basta demostrar
que g(z) no tiene ceros con |z| > 1. Supongamos, por contradiccion, que existe un cero
2 de g(2) con |z,| > 1. Por (3.4.2), se sigue que |z, —a — 3d(z)| = 0, lo que implica que
|z, — a| = |Bd(z)| < B. Utilizando la condicién (3.4.1) se sigue que |z.| < |a| + |B| < 1, lo
cual contradice el supuesto de que |z, > 1. Por lo tanto el punto de equilibrio 2* = 0 es
asintoticamente estable. [ ]

Notemos que el reciproco del teorema anterior no siempre es valido. Sin embargo, en
el siguiente resultado se proporcionan condiciones para saber cuando la soluciéon cero de
(3.3.1) no es asintoticamente estable.

Teorema 3.4.2. Consideremos la ecuacion de Volterra (3.3.1). Sea z* un punto de equi-
librio de (3.3.1) tal que 2* = 0. Si b(n) no cambia de signo para cada n € Z, entonces z*
no es asintoticamente estable si alguna de las siguientes afirmaciones es verdadera:

(a) a+ > .°,b(n) > 1, para cada n € N.
(b) Existe n € Ntal que a+ >~ b(n) < —1y b(n) > 0.

(c) Existe n € N tal que a+ >~ b(n) < =1y b(n) <0, con >~ b(n) suficientemente
pequeno.

Demostracion. Sean =Y 2 b(n) y d(n) = 7'b(n), definidas de la misma forma que
en el Teorema 3.4.1.
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Im =z

Re z

Figura 3.4: Circulo con centro en a y radio |3] + 3.

(a) Supongamos que se cumple la condicion del inciso (a). Si a + 8 = 1, entonces z = 1
es una raiz de g(z) definida en (3.4.2). De aqui que, por el Teorema 3.3.9, la solucién
cero de (3.3.1) no es asintéticamente estable. Por otro lado, si a + 8 > 1, se sigue que
existe 0 > 0 tal que a + 8 = 1 4 . Luego, hay dos areas a considerar, por lo que se
tienen los siguientes casos:

» Caso 1: § < 0. Sea 7 el circulo en el plano complejo con centro en a y radio
8] + 36. Se tiene que en v (Figura 3.4), |z| > 1 y por lo tanto:

|Bd(2)| < |B| < |z — al. (3.4.3)

Sean h(z) = —fd y f(z) = z — a. De la desigualdad (3.4.3), se sigue que |h(z)| <
|f(2)| en 7. Por lo tanto, segtn el Teorema de Rouche’s [11, Teorema 5.13] ,
g(z) = f(2) + h(2) y f(z) tienen el mismo nimero de ceros dentro de . Dado
que a es el unico cero de f(z) dentro de +, entonces g(z) tiene exactamente un
cero zg dentro de y con |zp| > 1. Utilizando el Teorema 3.3.9, la solucion cero de
(3.3.1) no es asintoticamente estable.

» Caso 2: > 0. Como a + 3 > 1, se sigue que g(z) = 1 —a — 5 < 0. Ademas,
|d(a+ )| < 1. De aqui que, g(a+p) = B[l—cZ(cH-ﬁ)] > 0. Por lo tanto, g(z) tiene
un cero entre 1 y a + [ y en consecuencia, por el Teorema 3.3.9, la solucién cero
de (3.3.1) no es asintoticamente estable. Esto completa la prueba de la condicion

(a).

(b) Supongamos que existe n € N tal que a + 5 < —1y b(n) > 0. Como b(n) no cambia
de signo y b(n) > 0 para algin n € N, tenemos que 3 > 0. Recordemos que g(z) =
z—a—Bd(z). De aqui que g(—1) = —1—a—Bd(—1). Dado que |d(—1)| < 1, se cumple
que —66?(—1) > —f. En consecuencia, g(—1) > —1 —a— . Sabiendo que a+ 3 < —1,
se sigue que —1 —a — > 0, por lo tanto g(—1) > 0. Esto implica que g(z) tiene un
cero en |z| > 1, lo cual contradice la condicion para la estabilidad asintotica del punto
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de equilibrio z* = 0. Asi, sia+ < —1 y b(n) > 0 para algin n € N, entonces z* no
es asintoticamente estable.

(¢) Con un proceso similar se puede obtener el inciso (b).

De los incisos (a), (b) y (c) se sigue el resultado. [

En el proximo resultado, se aborda la estabilidad uniforme. Sin embargo, es necesario
utilizar funcionales de Liapunov, por ello, veamos la siguiente:

Definicion 3.4.3. Sea V : C(C) — R una funcion. Se dice que V' es un funcional de
Liapunov, si para cada x € C(C) se cumple que:

(a) V es definida positiva.
(b) AV(x) <0, para cadan € Z,.
Teorema 3.4.4. Sea x* un punto de equilibrio de (3.3.1) tal que z* = 0. Si

la| + Z |b(7)] <1, paracadan€Z,, (3.4.4)

entonces z* es uniformemente estable.

Demostracion. Supongamos que |a| + 37 |b(j)| < 1, para cada n € Z,. Sean z € C(C)
y V :C(C) — R un funcional de Llapunov tal que:

n)| + Z_:Z b(s — 7)||z(r)]. (3.4.5)
De aqui que:
AV(z(n)) =V(zx(n+1)) — V(xz(n))
z(n+1) \+ZZ|bs—r lz(r)| = |z(n |—ZZ|bs—r |z (r)]
n)+ Z b(n — D)+ D> [b(s = r)[a(r)| — |z (n)]

n—1 oo

=D lb(s = r)l[a(r)]

DEDIUCEHET)
< (w +37 ) - 1) 2(n).
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Por hipétesis (3.4.4), se sigue que [a| + > 7_;[b(j)] — 1 < 0. Lo que quiere decir que:
AV (z) < 0. (3.4.6)
Adicionalmente, por (3.4.5), obtenemos |z(n)| < V(z). Luego, de (3.4.5) y (3.4.6), se
tiene que |z(n)| < V(x) < |z(0)].

Sea € > 0. Pongamos 6 = e. Supongamos que |z(0)| < 4. Sea n > ny. Se sigue que
|z(0)] < e. Como |z(n)| < |2(0)| < €, se tiene que |x(n)| < €, para cada n € Z,. Por lo
tanto, £* = 0 es uniformemente estable. [ |

3.5. Sistemas de Volterra

Sea x € Sk(Z.). Consideremos el siguiente sistema de Volterra de tipo convolucion:
z(n+1) = Az(n) + Z B(n —j)x(j), paracadan € Z,, (3.5.1)
=0

donde A € My, (R) y B € Myxi(S(Zy)), para cada n € N tal que B € [y, es decir
Z;’OZOB(j) < 00.

Sea B € Myxr(S(Zy)). Digamos que B = (b;;), donde b;; € S(Z,), para cada i,j €
{1,...,k}. Luego, definimos la matriz B € Myyx(S(Zy)) como:

B = (by) = Z(by)-
Observacion 3.5.1. Se tiene lo siguiente:
(a) La transformada Z : Sp(Z.) — Sk(Z.) esta dada por:
Zlx] = (Z(21), Z(x2), ..., Z(x3))", para cada z € S(Z,),

donde = = (z1,x9,...,25) y ©; € S(Z4), para cada i € {1,...,k}.

Asi, Z[z(n)] = (Z(x1(n)), Z(x2(n)), ..., Z(zx(n)))", para cada n € Z,.
(b) La transformada Z : My (S(Zy)) = Mixi(S(Z.)) esta dada por:

Z[B] = B, paracada B € M,(S(Z)),
donde B = (b;;), para cada 7,5 € {1,...,k}.
Ast, Z[B(n)] = B(n) = (Z2(b;;(n))), para cada n € Z;.

Tomando la transformada Z de ambos lados de la ecuacion (3.5.1), se sigue que:
2#(2) — 22(0) = AZ(2) + B(2)#(2), |2| >R
i(z) = [2] — A= B(2)]*22(0), |z| > R.

El Teorema 3.3.9 para el caso escalar de ecuaciones en diferencias de Volterra con
k =1, tiene su contraparte para los sistemas.
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Teorema 3.5.2. Sea z* un punto de equilibrio de (3.5.1) tal que z* = 0. Se tiene que z*
es asintoticamente uniformemente estable si y s6lo si:

det(2I — A— B(2)) #0, paracada z€ C con |z| > 1. (3.5.2)

Demostracion. Supongamos que x* = 0 es asintoticamente uniformemente estable. Vea-

mos que det(z/ — A — B(z)) # 0 para cada z € C con |z| > 1. Sea v € S(Z). Se sigue

que lim x(n) = 0. Por contradiccion, supongamos que det(z/ — A — B(z)) = 0 para algtn
n—o0

z con |z| > 1, esto implicaria la existencia una solucion no trivial para Z(z) que no tiende

a cero cuando n — oo. Esto contradice la estabilidad asintdtica uniforme.

Supongamos que det(z] — A — B(z)) # 0 para cada z € C con |z| > 1. Esto significa
que la matriz 2] — A— B (z) es invertible en esa region del plano complejo. Luego, podemos
escribir la solucion en el dominio z como #(z) = [z — A — B(2)]"'22(0). Se sigue que
la magnitud de las entradas de la matriz resolvente [2] — A — B(z)]~! esta acotada y
decayendo para n — oo. De aqui, nh_)rrolo x(n) = 0 uniformemente. Lo que quiere decir que

z* = 0 es uniformemente asintoticamente estable. [ |

Lema 3.5.3. [5] Sea G € My, (R). Digamos que G = (g,;), donde g;; € R, para cada
i,j € {1,...,k}. Si zy es un valor propio de G, entonces se cumplen las dos condiciones
siguientes:

(&) [20 = giillzo — g55] < Z; |Gir| Z:« |9jr|, para algunos i, j con i # j.

(b) |Zo - gtt||Z0 - gss| < Z; |9rt| Z/r |g'r‘s|7 para algunos ¢, s con t # s,
donde Z; |gir| significa que <Zf:1 gir> — Gii-

Definimos f£;; = Y " |bij(n)|, con 1 < 4,5 < k.

Teorema 3.5.4. Sean z* un punto de equilibrio de (3.5.1) con z* = 0. Se sigue que z* es
uniformemente asintoticamente estable si alguna de las siguientes condiciones es cierta:

(a) Z§:0(|aij| + Bij) < 1, para cada i € {1,...,k}.
(b) Zfzo(]aij\ + Bi;) <1, para cada j € {1,...,k}.

Demostracion. (a) Por el Teorema 3.5.2, para probar que el punto es uniformemente asin-
toticamente estable bajo la condicion del inciso (a), basta probar que se cumple (3.5.2).
La demostracion se realiza por contradiccion. Suponjgamos que Zfzo(lalj\ + Bij) < 1
y existe 2g € C con |z| > 1 tal que det(20 — A — B(2)) = 0. De aqui que z es un
valor propio de la matriz A + B(zj). Por el Lema 3.5.3-(a), se tiene que:

/ /
|20 — @i — bii(20) |20 — a5 — by (20)] <D lair + bir(20)] > lae + bin(20)],  (3.5.3)
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para algunos i, j con 7 # j.

Sin embargo:

|20 — ay — Bii(Z0)| > 20| + |ai| — |Bzz($0>|
> 1 — [a| — [bii(20)]

!/
> Z(|a"| +18ir]),  por la condicion (a). (3.5.4)

De forma similar, obtenemos:

!/

|20 — a5 — bij(20)] > > (lage| + 8jr)- (3.5.5)

r

De (3.5.4) y (3.5.5), se sigue que:

/ !/

120 — @i — bii(20) 20 — az; = bis(20) > D _(lawrl + 8 ) D_(lajel +18;r])-  (3.5.6)

T '
Por otra parte, para cada 1 < s,m < k, se tiene que:
‘ast| + ﬁst Z |ast’ + |Bst(20)| 2 ’ast + Bst(ZO)’a

en consecuencia, por (3.5.6):

/

/
|20 — ais — bii (20|20 — a5 — by (20)] > Y lasr + bir (20)] D _ lae + bjr(20)].

T

Notemos que esto contradice la desigualdad (3.5.3). Lo que quiere decir que det(z] —
A — B(z)) # 0. Asi, 2* = 0 es uniformemente asintoticamente estable.

(b) La prueba del inciso (b) es similar a la del inciso (a).

De los incisos (a) y (b) se sigue la prueba. |

De forma similar al caso de las ecuaciones en diferencias de Volterra de tipo escalar, el

método anterior puede ampliarse para proporcionar criterios de estabilidad uniforme, en
el que nuevamente se utilizan funcionales de Liapunov.

Teorema 3.5.5. Sea z* un punto de equilibrio de (3.5.1). Si

k
Z‘aij"‘ﬁiﬂ <1, paracadaje{1,2,... k}, (3.5.7)
i=1

entonces z* = (0 es uniformemente estable.
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Demostracion. Supongamos que Zle la;; + Bijl < 1, para cada j € {1,2,..., k}. Sea
V : C(C) — R un funcional de Liapunov, tal que:

Vig) =Y [|xz-<n>| E3 3 bls - r>||xj<r>|] .

Se sigue que:

AV (z(n)) =V(z(n+1)) — V(z(n))

Z [Z |aij||z;(n)] — [zi(n)] + ZZ |bij (s — n)|z;( )|] : (3.5.8)

i=1 j=1 s=n

Notemos que:

k k k k
S aillzim)] =0 laglai(n)]

i=1 j=1 i=1 j=1
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-

i(0) i(1) i) | in+1) | i(n+2) i(k)

Figura 3.5: Red de escalera.

Adicionalmente,
k k 00 k k oo
SN S bits = mlls ] = 30D Ibig(s = ) fi(n)]
i=1 j=1 s=n i=1 j=1 s=n

En consecuencia, de (3.5.8), se sigue que:

i [Z!%Hﬁﬂ— ]! i(n)]

=1

<0, por la condicion (3.5.7).

Esto implica que:

l(n |I—Zlfc I <V(z <Z\€6z )l = llz(0)].

Sea € > 0. Pongamos § = €. Supongamos que ||z(0)]| < 0. Sea n > ng. Se sigue que
|2(0)]| < €. Como ||z(n)]| < ||z(0)|| < €, se tiene que ||x(n)| < €, para cada n € Z,. Por
lo tanto, z* = 0 es uniformemente estable. |

3.6. Aplicaciones

3.6.1. Circuitos eléctricos o una red de escalera

Consideremos la red eléctrica que se muestra en la Figura 3.5. Sean i € S(Z.) tal que i(n)
es la corriente en el n-ésimo bucle, R es la resistencia que se supone constante en cada
circuito y V' es el voltaje. Segun la ley de Ohm, el voltaje (o potencial eléctrico) entre los
extremos de una resistencia R se puede expresar como V = iR.
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La segunda ley de Kirchhoff establece que en un circuito cerrado el voltaje aplicado es
igual a la suma de las caidas de voltaje en el resto del circuito. En este caso, consideramos
un circuito que involucra las corrientes en los elementos vecinos i(n),i(n + 1),i(n + 2).
Luego, al escribir las caidas de voltaje alrededor del circuito cerrado obtenemos:

Rliln+1) —i(n+2)],Rli(n+ 1) —i(n)] y [i(n+ 1)].
Por lo que aplicando la ley de Kirchhoff al bucle correspondiente a i(n + 1):
i(n+2)—3i(n+1)+i(n) =0. (3.6.1)
Para el primer circuito de la izquierda, se tiene que:
V = Ri(0) + R(i(0) —i(1))
i(1) = 2i(0) — —. (3.6.2)

Utilizando la transformada Z en la ecuacion (3.6.1) con los datos de (3.6.2), se sigue
que:

. 2[20(0) = 3i(0) +i(1)] | ¥~ <1+%@>>2 i(0).

i(z) = =

3.6.3
22 -32+4+1 22 —-324+1 ( )

V5

Sea w > 0 tal que cosh (w) = % De aqui, senh (w) = *%5°. Lo que quiere decir que la

ecuacion (3.6.3) queda de la forma siguiente:
2

-0 [ (19 (3) [ ]

Tomando la inversa de la transformada Z en ambos lados de la ecuacidon anterior y
utilizando la Tabla 3.2.1, obtenemos:

i) V\ [ 2

i(n) = i(0) cosh (nw) + (7 + E) (E) senh (nw), paracadan€Z,. (3.6.4)

La ecuacion (3.6.4) describe como varia la corriente i(n) en funcion del tiempo n,
mostrando que la corriente exhibe un comportamiento oscilatorio que se puede describir
mediante las funciones hiperbélicas cosh y senh .

3.6.2. Desintegracion radiactiva

La cantidad de un elemento radiactivo de masa mg se reduce a la mitad después de cada
vida promedio (especifica de ese elemento) que transcurre, produciendo otros elementos
de masa “32. Por ejemplo, el is6topo radiactivo cobalto-60 tiene una vida promedio de 5.26
anos. Luego, en 5.26 anos, 2 kg de cobalto-60 se descompondran en 1 kg de cobalto-60 y
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1 kg de niquel-60 no radiactivo. Calculemos cuanto tiempo tardan 10 kg de cobalto-60 en
transformarse en 9.375 kg de niquel-60 [17, pag. 543|.

Sea m € S(Z4) tal que m(n) es la cantidad de sustancia radiactiva en el momento n.
Se tiene que:

1
m(n+1) = §m(n), para cadan € Z,  con m(0) = my, (3.6.5)

donde my es la masa inicial. Podemos interpretar n como la division entera de la forma

p = fempo transeurtido rpo 4o Ja, transformada Z de ambos lados de la ecuacion (3.6.5)
vida promedio ’

se sigue que:

i m(n+1)z7" = % f: m(n)z™"
n=0 n=0

1
zm(z) — zm(0) = Em(z)
Iy .
(z — —) m(z) = zmyg
2
~ mo
m(z) = v
Utilizando la inversa de la transformada Z:
1 n
m(n) = (5) mg, paracadan € Z,. (3.6.6)

Del problema se tiene que se inicia my = 10 kg de cobalto-60 y al final del periodo n
que estamos buscando hay 9.375 kg de niquel-60. De aqui, la cantidad de cobalto-60 que
queda es 10 kg — 9.375 kg = 0.625 kg. Sustituyendo estos valores en la ecuacion (3.6.6), se

tiene que:
1 n
0.625= (-] -10

~ 1og(0.0625)
-~ log(2)
— 4.

Lo que quiere decir que 4 - 5.26 anos = 21 anos 14 dias 14 horas han transcurrido.

3.6.3. Funcion de transferencia

La funcion de transferencia juega un papel importante en el analisis de sistemas lineales
de tiempo discreto. En esta subseccion, definimos la funcién de transferencia en tiempo
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discreto y vemos como encontrar las respuestas de impulso y escalon del sistema. Adi-
cionalmente, se menciona coémo utilizar la funcién de transferencia para determinar las
caracteristicas de rendimiento del sistema, como la estabilidad y la respuesta de frecuen-
cia [24, pag. 363].

La salida y(n) de un sistema lineal e invariante en el tiempo puede ser descrita por la
convolucion de la entrada x(n) con la respuesta al impulso del sistema h(n):

WE

y(n) =x(n) x h(n) = z(k)h(n — k).

b
Il
o

Aplicando la transformada Z en ambos lados de la ecuacion anterior:

Esto implica que la funcién de transferencia es la relacion de las transformadas Z
entre la entrada y la salida. La funcién de transferencia se puede obtener transformando
la ecuacion en diferencias o transformando la representacion del sistema.

Si la entrada del sistema es un impulso unitario d(n), la salida del sistema estara
directamente dada por la respuesta al impulso del sistema. Esto significa que:

y(n) = h(n).

En consecuencia:

Lo que quiere decir que la respuesta al impulso del sistema en tiempo discreto esta
dada por: 3
h(n) = 27 ()] = 27 [5(2)]-

Cuando los sistemas estan interconectados, las reglas que se aplican a los sistemas
de tiempo continuo también se aplican a los sistemas de tiempo discreto. Se manejan
diagramas de bloques como retraso unitario, interconexion en serie, en paralelo y retroali-
mentacion de la misma manera que sus contrapartes en los sistemas de tiempo continuo.
Se tienen los casos siguientes:

» Caso 1: Retraso unitario (Figura 3.6). En este caso la relacion entrada-salida es de
la forma:

y(n) =z(n—1).

Aplicando la transformada Z en ambos lados de la ecuaciéon anterior:




3. El método de la transformada Z y ecuaciones en diferencias de Volterra
z(n) y(n) =z(n—-1) Z(z) 7(z)
D -— @ — o —

Figura 3.6: Retraso unitario.

]';2 (L") > ,g(:,)

#(2) —> hy(2)

Figura 3.7: Funcién de transferencia para conexiones en serie.

» Caso 2: Conexion en serie (Figura 3.7). Si la entrada al primer sistema es z(n),
entonces la salida del primer sistema, que es la entrada del segundo, es de la forma

siguiente:
y1(n) = z(n) * hy(n). (3.6.7)

Luego, la salida del segundo sistema, que es la salida del sistema en serie estd dada
por:
y(n) = y1(n) x ha(n). (3.6.8)

Sustituyendo (3.6.7) en (3.6.8), se tiene que:

y(n) = (z(n) x hi(n)) * ha(n) = x(n) * (hy(n) * ha(n)).

Tomando la transformada Z en la ecuacion anterior, se sigue que:

Zy(n)] = Z[z(n)] - Z[(n)] - Z[ha(n)],

o bien: )
IE) (i),
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hui(z)
+
F(z) —— O—— i)
+
h}(z)

Figura 3.8: Funcion de transferencia para conexiones en paralelo.

= Caso 3: Conexion en paralelo (Figura 3.8). Si la entrada comun al sistema en paralelo
es x(n), las salidas de cada uno de los sistemas son de la forma:

yi(n) = x(n)x hi(n) vy ya(n) = x(n) * ha(n). (3.6.9)

Luego, se tiene que la salida total del sistema y(n) del sistema compuesto es la suma
de las salidas individuales:

y(n) =y (n) + 1a(n). (3.6.10)
Sustituyendo (3.6.9) en la ecuacion (3.6.10):
y(n) = (@(n) * hy(n)) + (2(n) * ho(n)).
Aplicando la transformada Z en ambos lados de la ecuacion anterior, se sigue que:
Z[y(n)] = Z[(2(n)  ha(n)) + (2(n) * ha(n))]
= Zlz(n) * hy(n)] + Z[z(n) x ha(n)].

de forma equivalente:

Por lo tanto, la funcion de transferencia en este caso es la siguiente:

h(z) = hy(2) + ha(2).

» Caso 4: Interconexion de retroalimentacion (Figura 3.9). Cuando un sistema tiene
retroalimentacion, parte de la salida se devuelve a la entrada. En este caso ana-
lizamos un sistema con retroalimentacion negativa, es decir, se tiene que la senal
retroalimentada se resta de la senial de entrada para formar una nueva entrada. En
este tipo de configuracion, la salida y(n) se retroalimenta a la entrada. Este sistema
tiene dos bloques:
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e hi(n): Es la respuesta al impulso del sistema directo, donde la entrada es pro-
cesada antes de la retroalimentacion.

e hy(n): Es la respuesta al impulso del sistema de retroalimentacion, que filtra la
salida antes de restarse a la entrada.

Asi, la relacion de las senales es que la entrada total al sistema directo es la diferencia
entre la entrada z(n) y la sefial de retroalimentacion, que proviene de la salida y(n)
filtrada por hy(n). Es decir:

Entrada directa = x(n) — senal de retroalimentacion = x(n) — (y(n) * ha(n)).

Luego, sabemos que la salida y(n) es el resultado de aplicar hi(n) a la entrada
directa:

y(n) = (z(n) —y(n) * ha(n)) * ha(n)
= a(n) x hi(n) = (y(n) * ha(n) * ha(n)).

Reordenando la ecuacién anterior, obtenemos:
y(n) + (y(n) * ha(n) * ha(n)) = z(n) * hi(n) (3.6.11)
Aplicando la transformada Z en ambos lados de la ecuacion (3.6.11):

Zly(n) + (y(n) * ha(n) * ho(n))] = Z[z(n) * ha(n)]
Zly(n)] + Zly(n) * hi(n) x ha(n)] = Z[z(n)] - Z[hi (n)]
Zly(n)] + Zly(n)] - Z[h(n)] - Zlha(n)] = Z[z(n)] - Z[hi (n)],

o bien:

z) 1+ hi(z) - ho(z)
Por lo tanto, la funcion de transferencia general esta dada por:

o0 gz) ha(2)
h(z) = #(2) 1+ ﬁl(z) . h~2(z)

La estabilidad del sistema puede abordarse en términos de las raices caracteristicas, la
respuesta al impulso y el criterio de entrada acotada/salida acotada (BIBO, por sus siglas
en inglés). Ademas, se puede deducir de la funcion de transferencia del sistema. El sistema
es estable si > |h(n)| < oo.

Todos los términos en h(n) son exponenciales decrecientes. Para lograr esto, las mag-
nitudes de todos los polos del sistema de h(z) deben ser menores que 1, lo que quiere decir
que, los polos estan dentro de un circulo unitario en el plano z.

En conclusion, la funcién de transferencia es fundamental para evaluar la estabilidad
del sistema, analizar su respuesta a diversas entradas y disenar sistemas con propiedades
especificas.

154



3.6. Aplicaciones

};2(3)

Figura 3.9: Funcion de transferencia para interconexiones de retroalimentacion.

z(n)—— « O y(n)

[

11—«

y(n —1)

Figura 3.10: Filtro «

Ejemplo 3.6.1. Consideremos el filtro a que se describe en la Figura 3.10. De la figura
se tiene que:
y(n)+ (1 —a)y(n —1) = ax(n), paracadan € Z,. (3.6.12)

Hallemos h(z) y h(n), con o = 0.2. Sustituyendo este valor en la ecuacion en diferencias
(3.6.12), se sigue que:

y(n) +0.8y(n — 1) = 0.2z(n), paracadan € Z,.

Utilizando la transformada Z en ambos lados de la ecuaciéon anterior, se sigue que
7(2) + 0.82715(2) = 0.22(2). Lo que quiere decir que:

h(2) = 7(2) 0.2 0.2z

#(z) 140821 2+08
Aplicando la transformada inversa en ambos lados de la ecuacion, se tiene que:

h(n) = 0.2(—0.8)", para cadan € Z,.

Notemos que lim h(n) = 0. Por lo tanto, este sistema es asintoticamente estable.
n—oo
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3.6.4. Un modelo epidémico

Sean = € S(Z.) tal que x(n) es la fraccion de individuos susceptibles en una determinada
poblacion durante el n-ésimo dia de una epidemia, para cadan € Z, y a(k) > 0 la medida
de cuéan infecciosos son los individuos infectados durante el k-ésimo dia, £ < n. Entonces
la propagaciéon de una epidemia puede modelarse mediante la ecuacion:

In {—x(nl—l— 1)} = ;(1 +e—z(n—7j)a(j) = ;(1 +e—z(n))a(n — j), (3.6.13)

para cada n € Z,, donde € > 0 representa un pequeno incremento que podria interpre-
tarse como una tasa adicional de infeccién debido a factores externos o variaciones en la
susceptibilidad de la poblacion.

Para poder transformar la ecuacion (3.6.13) en una ecuacion en diferencias de tipo
Volterra, hagamos el cambio de variable z(n) = e %™, para cada n € Z,. Lo que quiere
decir que:

yn+1) = Za(n — ) (1+e—e¥),  paracadan € Z,. (3.6.14)
=0

Debido a que z(n) € [0, 1], se sigue que y(n) > 0 para todas las soluciones de (3.6.14).
Notemos que durante las primeras etapas de la epidemia x(n) esté cerca de 1y en conse-
cuencia, y(n) esta cerca de cero. Este es el fundamento para linealizar (3.6.14) alrededor
de cero. Luego, si reemplazamos e~¥) por 1 — y(j), entonces (3.6.14) se convierte en:

n

yn+1) = Za(n —J)(e+y(j)), w(0)=0, paracadane€Z,;.

j=0
Tomando la transformada Z en ambos lados de la ecuacion anterior:

43 - 20(0) =) (S5 + 962

+a(2)g(2)

eza(z)
(z+ Dz —a(2))

y(z) =

Si a(n) tiene una forma simple, es posible calcular y(n). Por ejemplo, si a(n) = ca”,

entonces a(z) = -%-. En consecuencia:

€Ccz €c 1 a—+c

(z—i—l)(z—(a—{—c)):l—a—c z—1 z—a-c

y(z) =

Utilizando la inversa de la transformada Z en ambos lados de la ecuacion anterior:
€c

:—1_(a+c)[1—(a+c)”].

y(n)
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Luego, si 0 < a +c < 1, entonces lim y(n) = ;= y por tanto la propagacion de la

n—o00 (atc)
enfermedad no alcanzara proporciones epidémicas.

Enfoquémonos en la ecuacion no lineal (3.6.14). Sea y € S(Z.) tal que 7 es la solucion
de (3.6.14) con y(0) = 0. Supongamos que » - a(n) < 1. Hagamos el cambio de variable
u(n) = y(n) — g(n) en la ecuacion (3.6.14):

yn+1) = §(n+1) +u(n+1)
D a(n—j) (1+e—e WOTUN) = §(n + 1) + u(n + 1). (3.6.15)
=0
Debido a que g(n) es una solucion particular de (3.6.14), satisface:

n

Jn+1)=> a(n—j) (1+e—e ). (3.6.16)

J=0

De (3.6.15) y (3.6.16), se sigue que:

u(n+1) = Z a(n — j) (e790) — =)+
j=0

=> a(n—j)e (1 —eD), (3.6.17)
j=0

Demostramos por induccion que u(n) = y(n) — g(n) > 0.

Para n = 0, se sigue que u(0) = y(0) — g(0). Luego, por definicion 3(0) = 0. Ademas,
y(0) > 0, lo que quiere decir que:

Supongamos que u(m) > 0, para cada m < n. Veamos que u(m + 1) > 0. Para esto,
analizamos el término dentro de la suma de (3.6.17).

Por hipétesis de induccién, u(j) > 0, para cada j < n. En consecuencia, e %0) < 1,
para cada j < n. De aqui, 1 — e %) > 0. Ademés, dado que a(m — j) > 0, para cada
j < mye¥9) > 0, se sigue que cada término de la suma es no negativo, es decir
a(k — j)e (1 — e7v0)) > 0. Asi, u(k +1) = 35 a(k — j)e 79 (1 — e7u0)) > 0.

Sea V una funcién de Liapunov tal que:

Vn,u(n)) = (1 —a)™" (u(n) + i > als - r)u(r)) .

Lo que quiere decir que:

AV (n,u(n)) =V(n+1Lun+1)) —V(n,un))
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:(1_a>—1< D3 S as o )

r=0 s=n+1

(1—a)” ( )+ Z a(s — r)u(r))
S +

- i Z a(s — r)u(r))

<(1-a)! (Z a(n — j)u(j) + i Z a(s —r)u(r) + Z a(s —n)u(n)
) = 32D als —r)ulr) 3 an - r)u(r))

<(1—a)! (Z a(s —n) — 1) u(n)

< (1—a)*a—1)u(n)

= —u(n)

<0

Asi, por el Teorema de Estabilidad de Liapunov (Teorema 2.5.4) !, la solucién cero de
(3.6.14) es globalmente asintoticamente estable. Esto implica que sin importar el estado
inicial del sistema, se descarta que la enfermedad se propague sin control, por lo que el
ntmero de casos nuevos disminuira con el tiempo, garantizando que la enfermedad puede
ser controlada y eventualmente erradicada bajo las condiciones dadas.

IEste teorema es valido tanto para ecuaciones no auténomas como para ecuaciones en diferencias de
Volterra.
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CAPITULO 4

TEORIA DE OSCILACION

Ahora nos enfocamos en saber si una soluciéon oscila alrededor de un punto de equilibrio
x* independientemente de su comportamiento estable y asintético. Debido a que podemos
suponer que x* = 0, analizamos si las soluciones oscilan alrededor de cero, son eventual-
mente positivas o eventualmente negativas. Las ecuaciones de segundo orden se analizaron
en el capitulo de Preliminares.

4.1. Ecuaciones en diferencias de tres términos

Sean x,p € S(Z,) v k € N. Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias de orden
k + 1 de tres términos:

z(n+1) —z(n) +p(n)z(n —k) =0, paracadan € Z,. (4.1.1)

Definicion 4.1.1. Sea v € S(Z.) una solucion de (4.1.1). Se dice que u es oscilatoria
alrededor de cero si para cada N € N, existe n > N tal que z(n)x(n + 1) < 0. De lo
contrario, la soluciéon u es no oscilatoria.

Observacion 4.1.2. Sean u € S(Z;) una solucion de (4.1.1) y z* € R un punto de
equilibrio de (4.1.1). Se dice que la solucion u es oscilante alrededor de x*, si x(n) — x* es
oscilatoria alrededor de cero.

El caso especifico, en el que k =1y p(n) = p con p € R, se analiz6 en la Seccion 1.4.
En este caso la ecuacion (4.1.1) es de la forma siguiente:

z(n+2)—xz(n+1)+px(n) =0, paracadane€Z,. (4.1.2)

La raices caracteristicas de (4.1.2) estan dadas por:

1 1
Ao = =1 =+/1—4dp.
1,2 5779 D
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4. Teoria de oscilacion

Recordemos de la Seccion 1.4 que todas las soluciones de (4.1.2) oscilan si y sélo si A\
y A2 son ndmeros reales no positivos (Teorema 1.4.2-(a)). Adicionalmente, cada soluciéon
de (4.1.2) oscila si y s6lo si p > 1 (Ejemplo 1.4.6).

La ecuacion (4.1.1) es el analogo discreto de la ecuacion diferencial con retraso:

Z'(t) + p(t)x(t — k) = 0. (4.1.3)

El comportamiento oscilatorio de (4.1.3) es notablemente similar al de su analogo
discreto (4.1.1), con excepcion del caso k = 0:

Z'(t) + p(t)z(t) = 0.

Se sigue que su solucion es de la forma siguiente:

o(0) = altayex - /t:p(s’ ).

que nunca es oscilatoria. Sin embargo, su analogo discreto:
z(n+1)=(1—pn))z(n), paracadan e Z,,

tiene como solucion a x(n) = [H?:—;O(l —p(j))]zo y oscilasi 1 —p(j) < 0 para cada j > no.

Consideremos las siguientes inecuaciones en diferencias asociadas a (4.1.1):

2(n+ 1) — 2(n) + p(n)ar(n
2(n+ 1) — 2(n) + p(n)a(n

<0
k) > 0.
Previo a analizar los resultados, veamos la siguiente definicién que es util mas adelante:

Definicion 4.1.3. Sean a, «, 5 € S(Z ) tales que 5(n) = sup{a(n),a(n+1),a(n+2),...}
y a(n) = inf{a(n),a(n + 1),a(n +2),...}. Se tiene que:

(a) limsupa(n) = lim B(n).

n—00 n—00

(b) liminf a(n) = lim a(n).

n—o0 n—0o0

Notemos que lim a(n) existe si y solo si limsup a(n) = liminfa(n) = lim a(n).
n—00 n—00 n—00 n—00

Ejemplo 4.1.4. Hallemos el limite superior y el limite inferior de las siguientes sucesiones:

5120,1,0,1,...
Syi1,-2,3,—4,.... (=) .n, ...
3 14 15 16 1

Gp.o 2 22 L2 1
3 27 2737 374a 4757 57
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4.1. Ecuaciones en diferencias de tres términos

g 21314 51
4‘3’3’4747575’6’67
55:<_1)n+1

an
S :
(14 Bn)

Se sigue que:

limsup S; =1,
lim sup Sy = 400,
limsup S5 =1,
limsup S; =1,

limsup S5 =1,

o
lim sup Sg = —,
B
lim sup S7 = 2,

IiminfS; =0

lim inf S5 = —o0
liminf S5 =0
liminf Sy =
liminf S5 = —1
lfminf S5 = &
"B

liminf S; = 0.

Definicion 4.1.5. Sea z € S(Z.) una solucién de una ecuaciéon en diferencias. Decimos
que z es eventualmente positiva si existe N € N tal que x(n) > 0, para cada n > N.

Definicién 4.1.6. Sea € S(Z,) una solucion de una ecuacion en diferencias. La solucion
x es eventualmente negativa si existe N € N tal que x(n) < 0, para cada n > N.

En otras palabras, de la Definicion 4.1.1 se dice que una solucién x es oscilatoria si no
es eventualmente positiva ni eventualmente negativa.

Teorema 4.1.7. Dadas las inecuaciones en diferencias (4.1.4) y (4.1.5), si:

liminf p(n) =p >

n—oo

k?k

S (4.1.6)

entonces se cumplen las proposiciones siguientes:

(a) La inecuacion en diferencias (4.1.4) no tiene una solucién eventualmente positiva.

(b) La inecuacion en diferencias (4.1.5) no tiene una soluciéon eventualmente negativa.

Demostracion. Supongamos que liminf p(n) = p >
n—oo

kk
(k+1)kt1:

(a) La prueba se realiza por contradiccién. Supongamos que existe una solucion de (4.1.4)
que es eventualmente positiva. De aqui, existe N; € N tal que z(n) > 0, para cada
n > N;. Dividiendo la desigualdad (4.1.4) por z(n), se tiene que:

z(n+1)

z(n)

<1-p(n)

x(n—k)

e (4.1.7)
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4. Teoria de oscilacion

z(n)
z(n+1)"

zn—k)  an—k) asn—k+1) x(n—1)

z(n)  zn—k+1)z(n—k+2) x(n)
=zn—k)z(n—k+1)---z(n—1).

Pongamos z(n) = Se sigue que:

Sustituyendo la ecuacion anterior en (4.1.7):

1
E) <l-pn)z(n—kzn—k+1)---z2(n—1), paracadan> N;+k. (4.1.8)
z(n

Ahora, la condicion (4.1.6) implica que existe Ny € N tal que p(n) > 0, para cada
n > Ny. Pongamos N = max{ Ny, N1 +k}. De aqui, z(n+1) —x(n) —p(n)z(n—k) <0,
para cada n > N. En consecuencia, x(n) no es creciente y por lo tanto, z(n) > 1. Sea
liminf z(n) = ¢, donde ¢ € R. Luego, de la desigualdad (4.1.8), se sigue que:

n—oo
y 1 1 1
fm su = = -
i z(n) liminfz(n) ¢
n— o0
<1—liminf[p(n)z(n —k)z(n —k+1)---2(n —1)],
n—oo
o bien:
- <1-pg*
q
pd" <1-—=
_a-!
q
qg—1
p < s (4.1.9)

Sea h(q) = qq,c;fl. Se sigue que h(qg) alcanza su maximo en ¢ = ©. Luego, max h(q) =

{# Dq > 1}. Por lo tanto, de la desigualdad (4.1.9) se tiene que p < #,

contradiccion.

(b) La prueba del inciso (b) se realiza de forma similar.
De (a) y (b) se sigue el resultado. |

Corolario 4.1.8. Si se cumple la condicion (4.1.6), entonces cada solucion de (4.1.1)
oscila.

Demostracion. La prueba se realiza por contradiccion. Supongamos que se cumple la con-
dicion (4.1.6) y existe una solucion x de (4.1.1) que no oscila, es decir es eventualmente
positiva o eventualmnte negativa. De aqui, obtenemos dos casos:
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4.1. Ecuaciones en diferencias de tres términos

» Caso 1: x es eventualmente positiva. De aqui, la desigualdad (4.1.4) tiene una solucion
eventualmente positiva, lo que contradice el Teorema 4.1.7.

» Caso 2: x es eventualmente negativa. Luego, la desigualdad (4.1.5) tiene una soluciéon
eventualmente negativa, nuevamente por Teorema 4.1.7, esto es una contradiccion.

Por lo tanto, cada solucion de (4.1.1) oscila. |

Ejemplo 4.1.9. Sea z € S(Z.). Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias:

k,k
)k+1> z(n—k) =0, paracadan€Z,.

I(TL + 1) - x(n) + ((k—l——l

Notemos que p = # En consecuencia, no se cumple la condicion (4.1.6). Asi, por

k

n—1 1 1
k_ﬂ) , con n > 1 no oscila.

el Corolario 4.1.8, la solucién z(n) = (

Teorema 4.1.10. Consideremos la ecuacion en diferencias (4.1.1). Sip(n) > 0y sup p(n) <
#, para cada n € Z, entonces (4.1.1) tiene una soluciéon no oscilatoria.

z(n)
z(n+1)”’

Demostracion. De forma similar a la prueba del Teorema 4.1.7, pongamos z(n) =
sustituyéndolo ahora en (4.1.1) para obtener:

% =1-pn)z(n—k)z(n—k+1)---2(n—1), paracadan € Z,. (4.1.10)

De aqui, sin pérdida de generalidad, basta probar que (4.1.10) tiene una solucion
eventualmente positiva. Para construir esta solucion, definimos lo siguiente:

k41

2(1—k)=22—-k)=---=2(0)=a k:

> 1.

Adicionalmente, de (4.1.10), para n = 1, se sigue que:

1
S T E e )

(4.1.11)

Luego, z(1) > 1. Veamos que z(1) < a. De la ecuacion (4.1.11), se tiene que:

z(1) _ 1

a all = p(1)z(1 —k)z(2—k)---z(0)]
k

IN

kk

e+ 1) [1 - Gt
1
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4. Teoria de oscilacion

Asi, de forma inductiva, podemos demostrar que 1 < z(n) < a, con n = 1,2,3,....
Ademas, z(n) es una solucion de (4.1.10). De la forma en que z fue definida, se sigue que

z(l) = 1,z(2) = %,x(i’)) = zg;, .... Por lo tanto, x es una solucién no oscilatoria de

(4.1.1). u

Para el caso en el que p(n) = p, con p € R, se tiene el siguiente:

Teorema 4.1.11. Sean z € S(Z,) y k € N. Dada la siguiente ecuacion en diferencias:
z(n+1) —x(n) +px(n —k) =0, paracadan € Zy, (4.1.12)

donde p € R tal que p > 0. Se tiene que toda soluciéon de esta ecuacion oscila si y solo si
k

k
P> GroFe

Demostracion. Supongamos que cada solucion de (4.1.12) oscila. Veamos que p > #

Por contradiccion, supongamos que p < T

(a) Caso 1: p = # Por el Ejemplo 4.1.9, se tiene que existe una soluciéon de la
ecuacion en diferencias que no oscila. Lo que contradice la hipotesis de que cada

solucion de (4.1.12) oscila.

(b) Caso 2: p < # Por el Teorema 4.1.10, la ecuacion (4.1.12) tiene una solucién no

oscilatoria, contradiccion.

Reciprocamente, supongamos que p > # Por el Corolario 4.1.8, se sigue que
cada solucion de (4.1.12) oscila. [

Observacion 4.1.12. El Teorema 1.4.2-(a) se cumple para ecuaciones en diferencias ho-
mogéneas de orden k.

Sean x € §(Z, ) y k € N. Consideremos la ecuacion en diferencias homogénea de orden
k de la forma siguiente:

rn+k)+pix(n+k—1)+paxn+k—2)+-+pez(n) =0 (4.1.13)
para cadan € Z,, con p; € R, paracada: € 1,2,...,ky pp # 0.

Teorema 4.1.13. Toda soluciéon de la ecuacion 4.1.13 oscila si y so6lo si su ecuacion
caracteristica no tiene raices caracteristicas reales positivas.

Demostracion. Se tiene que la ecuacion caracteristica de (4.1.13) esta dada por [19, pag.85:

N DN e po N2 = 0. (4.1.14)

Supongamos que toda solucion de la ecuacion (4.1.13) oscila. Por contradiccion, supon-
gamos que existe una raiz real positiva A; > 0. Se tiene que existe una solucién de la forma
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4.2. Ecuaciones de segundo orden autoadjuntas

z(n) = aAl', con a # 0. Notemos que esta soluciéon no oscila, ya que A" > 0, para cada

n € Z,. Luego, dependiendo del signo de la constante a, se sigue que x(n) > 0, o bien,
z(n) < 0, para cada n € Z,. Esto contradice la suposicion de que todas las soluciones
oscilan.

Reciprocamente, supongamos que (4.1.14) no tiene raices caracteristicas positivas. En
consecuencia, todas las raices deben ser reales no positivas, o bien complejas.

= Caso 1: Las raices son reales no positivas. Esto es, o bien son negativas o cero. De
aqui, las soluciones de la ecuacion en diferencias (4.1.13) tienen términos de la forma
z(n) = a\;, con \; < 0.

e Subcaso 1.1:\; = 0. En este subcaso, la solucion es constante.

e Subcaso 1.2:)\; < 0. Las soluciones son combinaciones lineales de términos de la
forma (—1)", lo que implica que las soluciones cambian de signo infinitas veces
a medida que n — 00, es decir, todas las soluciones oscilan.

» Caso 2: Las raices son complejas. En este caso, las soluciones nuevamente oscilan,
debido a que la parte imaginaria de las raices genera términos sinusoidales en la
soluciéon general de la ecuacion en diferencias, que alternan en signo de manera
infinita.

De los Casos 1 y 2, se sigue que todas las soluciones oscilan. [

4.2. Ecuaciones de segundo orden autoadjuntas

Sean x,p,q € S(Z,). Consideremos la ecuacion en diferencias de segundo orden de la
forma siguiente:

Alp(n — 1)Az(n — 1)] + ¢(n)z(n) =0, para cadan € Z,, (4.2.1)

donde p(n) > 0, para cada n € Z,. Se dice que esta ecuacion es autoadjunta, debido a
que es anélogo discreto de la ecuacion en diferencias autoadjunta:

[p()2'(1)]" + q(t)z(t) = 0.
Podemos escribir la ecuacion (4.2.1) equivalentemente como:
p(n)x(n+1)+p(n —1)z(n —1) =b(n)xz(n), paracadan € Z,, (4.2.2)

donde:
b(n) =p(n—1)+pn)—q(n), paracadan € Z,. (4.2.3)

Es maés, toda ecuacion de la forma:

po(n)x(n+ 1) + p1(n)x(n) + po(n)x(n — 1) =0, paracadan € Z,, (4.2.4)
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4. Teoria de oscilacion

con po(n) > 0y pa(n) > 0, se puede escribir en la forma autoadjunta (4.2.1) o (4.2.2).
Para hallar p(n) y ¢(n) a partir de po(n), p1(n) y pa(n), multiplicamos ambos lados de
(4.2.4) por una secuencia positiva h(n), en consecuencia:

po(n)h(n)z(n+1)+pi(n)h(n)x(n)+pa(n)h(n)z(n—1) =0, paracadan € Z;. (4.2.5)

Comparando (4.2.5) con (4.2.2), se sigue que:

p(n) = po(n)h(n) (4.2.6)
p(n —1) = pa(n)h(n).

Lo que quiere decir que:

PO ). (4.2.7)

Luego, se tiene que [19, pag. 25|:

T pold)
h(n) - L pZ(Z n 1)7

es solucion de (4.2.7) y sustituyéndola en (4.2.6), obtenemos:
n—1 .
po(t)

p(n) =po(n) el i D)

Adicionalmente, por (4.2.3):
q(n) = pi(n)h(n) +p(n) +p(n —1).

En [13] Hartman introdujo la nocién de ceros generalizados para poder obtener un
analogo discreto del Teorema de Separacion de Sturm referente a ecuaciones diferenciales.
A continuacion damos la definicion de Hartmann.

Definicion 4.2.1. Sea = € S(Z, ) tal que x es una solucion de (4.2.1), para cada n >
no > 0. Se dice que x tiene un cero generalizado en r > ng si z(r) =0 o z(r — 1)z(r) < 0.

Teorema 4.2.2 (Separacion de Sturm). Sean xy, x2 € S(Zy) dos soluciones linealmente
independientes de (4.2.1). Los siguientes argumentos son verdaderos:

(a) x1 y 2 no tienen ceros en comun, esto es, si x1(r) = 0, entonces z5(r) # 0y viceversa.

(b) Si z; tiene un cero en ny y un cero generalizado en ny > nq, entonces x5 debe tener
un cero generalizado en (nq, ng).
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4.2. Ecuaciones de segundo orden autoadjuntas

(c)

Si x; tiene ceros generalizados en n; y ny > ny, entonces x, debe tener un cero
generalizado en [z, x5].

Demostracion. (a) Supongamos, por contradiccion xy(r) = z2(r) = 0. El Casoratiano [19,

(c)

péag. 75| de {z1,z2} es de la forma siguiente:

x1(r) xo(T)
W(r) = det (xm +1) 22(r + 1)) =0

Del [19, Corolario 3.1.11], se tiene que x; y 3 son linealmente dependientes, contra-
diccion.

Supongamos que x; tiene un cero en n; y un cero generalizado en ny > np, esto
es, z1(ny) = 0y z1(n2 — 1)z(n2) < 0 (0 x1(ng) = 0). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que nsy es el primer cero generalizado mayor que n;. Supongamos
que x1(n) >0 paran; <n <mnyy x1(ny) <0.

Nuevamente, por contradiccion, supongamos que z3(n) no tiene ceros generalizados
en (ny,ny). De aqui, z2(n) > 0 en [n1,n2] 0 z2(n) < 0 en [ny,ny]. Sin pérdida de
generalidad, asumimos que z3(n) > 0 en [ny,ny]. Sea M € RT y r € (n1,ns) tal
que zo(r) = Mxy(r) y xo(n) > Mxy1(n) en [ny,ns]. Por el Principio de Superposicion
[19, Teorema 3.1.17|, z(n) = x9(n) — Mx;(n) también es una solucion de (4.2.1) con
z(r) =0y x(r — 1)z(r+1) >0, con r > ny. Haciendo n = r en (4.2.1) obtenemos:

Alp(r — 1)Az(r — 1)] + q(r)z(r) = 0.
Debido a que z(r) = 0, se sigue que:
p(r —1)A%z(r — 1) + Ap(r — 1)Ax(r — 1),

o bien,
p(r)z(r+1) = —p(r — Da(r — 1). (4.2.8)

Dado que z(r +1) = 0, (r — 1) = 0y p(n) > 0, la ecuacion (4.2.8) implica que
z(r — 1)z(r + 1) < 0, que es una contradiccion.

Este inciso se demuestra con un proceso similar al del inciso (b).

De los incisos (a), (b), (c) se sigue la prueba. |

Observacion 4.2.3. Con base a la nocién de ceros generalizados, podemos dar una defi-
nicién alternativa de oscilaciéon. Una solucién de una ecuacion en diferencias es oscilatoria

en

[n2,00) si tiene infinitos ceros generalizados en [ng,00). Una consecuencia inmediata

del Teorema de Separacion de Sturm (Teorema 4.2.2) es que si (4.2.1) tiene una solucion
oscilatoria, entonces todas sus soluciones son oscilatorias. Es fundamental mencionar que
esto es valido tnicamente para ecuaciones en diferencias autoadjuntas.

Lema 4.2.4. Consideremos la ecuacion (4.2.2). Si existe una subsucesion b(ny) < 0 para

cada ny tal que kh’m ny = 00, entonces toda solucion de (4.2.2) oscila.
—00

167



4. Teoria de oscilacion

Demostracion. La prueba se realiza por contradiccion. Supongamos que existe una sub-
sucesion b(ny) < 0 tal que lim ny = oo y existe una solucion x de (4.2.2) que no es
k—o0

oscilatoria, esto es, x es eventualmente positiva o eventualmente negativa. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que existe N € N tal que z(n) > 0, para cada n > N. Lo que
quiere decir que:

p(ni)x(ng + 1) + pln — Da(ng, — 1) — b(ng)z(ng) > 0
p(nk)x(nk + 1) + p(ng — Da(ng, — 1) > b(ng)z(ng), (4.2.9)

para cada ny > N. Debido a que x(n) > 0, podemos dividir la ecuacion (4.2.9) entre
x(ng) > 0:

z(ng +1)

z(ny)

z(ng — 1)

> b(ng), para cada ng > N,
x(ng)

p(nk) +p(ne — 1)

como b(ny) < 0, para cada ng, se ha llegado a una contradiccion. Por lo tanto, toda solucion
de (4.2.2) oscila. En consecuencia, por el Lema 4.2.5, todas las soluciones de (4.2.2) no
oscilan. |

4.2.1. Transformaciones de Riccati

Una de las técnicas més utiles en la teoria de la oscilacién es el uso de las llamadas
transformaciones de Riccati.

Primera transformacion de Riccati

En la ecuacién (4.2.2), sea:

z(n) = o) () (4.2.10)
Se sigue que z satisface la ecuacion:
c(n)z(n) + L 1, paracadane€Z,, (4.2.11)
z(n—1)
donde:
P(n) (4.2.12)

) = S 1 1)
El siguiente lema relaciona (4.2.2) con (4.2.11).

Lema 4.2.5. Sea b € S(Z,) tal que b(n) > 0 para cada n € Z,. Se tiene que cada
solucion x de (4.2.2) no es oscilatoria si y solo si cada solucion z de (4.2.11) cumple que
existe N € N tal que z(n) > 0, para cada n > N.
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4.2. Ecuaciones de segundo orden autoadjuntas

Demostracion. Supongamos que z es una solucion no oscilatoria de (4.2.2). En consecuen-
cia, existe N € N tal que z(n)z(n +1) > 0 o z(n)z(n + 1) < 0, para cada n > N. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que z(n)x(n+1) > 0, para cada n > N. La ecuacion
(4.2.10) implica que z(n) > 0, para cada n > N. Adicionalmente, sustituyendo en (4.2.11),
se tiene que z(n) > 0, para cada n > N.

Reciprocamente, supongamos que z es una solucion de (4.2.11) que cumple que existe
N € N tal que z(n) > 0, para cada n > N. Basta probar que existe soluciéon no oscilatoria
x de (4.2.2). Asi, utilizando z construimos inductivamente una solucién no oscilatoria x
de (4.2.2) de la siguiente manera: Definimos x € S(Zy) tal que 2(N) =1y z(n+ 1) =

(bg’éﬂ» z(n)xz(n) (obtenida de (4.2.10)), para cada n > N. Se sigue que z(n), con n > N

es una solucion de (4.2.2) que no es oscilatoria. Por el Teorema de Separacion de Sturm
(Teorema 4.2.2), cada soluciéon de (4.2.2) es no oscilatoria. [

Previo a analizar el resultado principal de esta seccién, veamos el siguiente:

Lema 4.2.6. Si ¢(n) > a(n) > 0, para cada n € Z, y z es una solucion de la ecuacion
(4.2.11) tal que z(n) > 0, para cada n € Z, entonces la ecuacion:

1
a(n)y(n) + —= =1, paracadaneZ,, 4.2.13
() + s ) (12.13)

tiene una soluciéon y tal que y(n) > z(n) > 1, para cada n € Z..

Demostracion. Dado que ¢(n) >0y z(n) > 0, de (4.2.11) se deduce que ﬁ < 1. Esto

implica que z(n — 1) > 1, para cada n > 1. Ahora definimos inductivamente una solucion
y de (4.2.13). Elija y(0) > z(0) tal que y satisface también (4.2.11). Ahora, de (4.2.11) y

(4.2.13), se sigue que:

1 1
a(n)y(n) + =1 =c(n)z(n) + prp— para cada n € Z,.
Paran = 1: 1 ]
a(l)y(l) + ,(0) =c(1)z(1) + 20 (4.2.14)

Como y(0) > 2(0), se tiene que ﬁ < ﬁ. Por (4.2.14), se deduce que a(1)y(1) >
¢(1)z(1). En consecuencia:

o(

y(1) > —=2(1) > 2(1) > 1.

De forma inductiva, obtenemos y(n) > z(n) > 1. |

Teorema 4.2.7. Consideremos la ecuacion en diferencias (4.2.2). Si existene > 0y N € N
tal que b(n)b(n + 1) < (4 — €)p*(n), para cada n > N, entonces toda solucién de (4.2.2)
oscila.
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Demostracion. Supongamos que existen € > 0y N € N tal que b(n)b(n+1) < (4—e)p*(n),
para cada n > N. Se tienen los casos siguientes:

» Caso 1: € > 4. Esto es, 4 — e < 0. Esto implica que b(n)b(n + 1) < 0. Por el Lema
4.2.4, se sigue que toda solucion de (4.2.2) oscila.

s Caso 2: € < 4. Supongamos, por contradiccion que (4.2.2) tiene una solucién que no
es oscilatoria. De aqui, por el Lema 4.2.5, la ecuacion (4.2.11) tiene una solucion z
que cumple que existe N € N, tal que z(n) > 0, para cada n > N. Debido a que
existe N € N tal que b(n)b(n + 1) < (4 — €)p*(n), para cada n > N, de la ecuacion
(4.2.12), obtenemos:

p*(n) p?(n) 1

) = 1) 2 U= opin) — 1—¢

Luego, del Lema 4.2.6, se tiene que la ecuacion:
1 1
1= Ey(n) + e =1, vparacadan € Z, (4.2.15)

tiene una solucion y, tal que y(n) > z(n) > 1, para cada n > N. Definimos una suce-

sion positiva z inductivamente como sigue: z(N) =1, z(n+ 1) = <\/ﬁ> y(n)z(n),
para cada n > N. Lo que quiere decir que:

y(n) =v4—e¢ (%) , para cadan > N. (4.2.16)

Sustituyendo (4.2.16) en (4.2.15), se sigue que:
z(n+1)—+vV4—ex(n)+x(n—1)=0, paracadan> N.

z*/?g Debido a que A\; 2 € C, por el Teorema 4.1.13, todas sus soluciones oscilan, lo
que es una contradiccion.

Calculando las raices caracteristicas de la ecuacioén anterior, obtenemos \; o =

Asi, el teorema ha sido probado. |

Ejemplo 4.2.8. Sea y € S(Z). Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias:

yln+1)—yn—1) = (2 + %(—1)”) y(n), paracadan € Z,. (4.2.17)

Comparando esta ecuacion con (4.2.2), se sigue que p(n) = p(n — 1) = 1y b(n) =
2+ £(—1)". Esto implica que:

b(n)b(n + 1) = (2 + %(_1)11) <2 + %(_1)n+1)

170



4.2. Ecuaciones de segundo orden autoadjuntas
1 1
=(2+=(-D)")(2—=(—-1)"
(25000 (2-5¢-07)

1

47

de aqui, existe € = 1, tal que b(n)b(n + 1) < (4 — €)p*(n), para cada n € Z,. Asi,
por el Teorema 4.2.7, se tiene que cada soluciéon de la ecuacion en diferencias (4.2.17) es
oscilatoria.

=4 —

Ejemplo 4.2.9. Sea x € §(Z. ). Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias:
z(n+1)+z(n) =b(n)x(n —1), paracadan € Z,, (4.2.18)
donde:

vn+1l++vn—1

b(n) = 7

(4.2.19)

Lo que quiere decir que:

b(n)b(n + 1) = (¢n+1¢+ﬁ¢n—1) (W+\F)

B \/(n+1)(n+2)+\/(n—1)(n+2) \/n(n—|—1)+\/n(n—1)

N n(n+1)

lim b(n)b(n + 1) =4,

n—oo

luego, si tomamos €, = 4 — b(n)b(n + 1), se sigue que lim ¢, = 0. Sin embargo, el
n—oo

Teorema 4.2.7 falla, debido a que la soluciéon z(n) = y/n, con n > 1 no oscila.

El teorema que se proporciona a continuacion, es considerado como un reciproco parcial
del Teorema 4.2.7.

Teorema 4.2.10. Consideremos la ecuacion en diferencias (4.2.2). Si existe N € N tal
que b(n)b(n + 1) > 4p?(n), para cada n > N, entonces cada soluciéon de (4.2.2) no es
oscilatoria.

Demostracion. Supongamos que existe N € N tal que b(n)b(n + 1) > 4p?*(n), para cada

n > N. De la ecuacion (4.2.12), se infiere que ¢(n) < 1. Luego, construimos inductivamente
una solucion z de (4.2.11) como sigue: Pongamos z(N) = 2 y z(n) = ﬁ (1 — ﬁ),
para cada n > N. Lo que quiere decir que:

AN 41) = C(N1+ ¥ (1— Z&V)) 24(1—%) _9

De forma similar, se muestra que z(n) > 2, para cada n > N. De aqui, por el Lema
4.2.5, todas las soluciones de (4.2.2) no oscilan. [
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Ejemplo 4.2.11. Sea = € §(Z. ). Consideremos la ecuacion en diferencias siguiente:

A (nAz(n—1)) — lx(n) =0, paracadan€Z,. (4.2.20)

n

Comparando la ecuacion (4.2.20) con (4.2.1), obtenemos p(n — 1) = n, es decir, p(n) =
n+1y g(n) = —%. De la ecuacion (4.2.3), se sigue que:

1 1
bn)=n+n+1)+—=2n+1+ —.
n n

Lo que quiere decir que:

+1

1 1
:(Qn—I—l—i-—) (2n+3—|— )
n n+1

2n +4
n(n+1)

b(n)b(n + 1) = (2n+1+%) (2(n+1)+1+%>

=4An®> +8n+ 7+

> 4n® + 8n + 4
=4(n*+2n+1)

= 4(n +1)*

= 4p*(n), paracadan > 1.

Asi, por el Teorema 4.2.10, todas las soluciones de (4.2.20) no son oscilatorias.

Segunda transformacion de Riccati

En la ecuacion (4.2.2), sea:

z(n) = ——. (4.2.21)

Veamos que z satisface la ecuacion:

p(n)z(n) + % =b(n), paracadan€Z,. (4.2.22)

De la ecuacion (4.2.21), se tiene que x(n + 1) = z(n)z(n). Adicionalmente, obtenemos
z(n) = z(n — 1)z(n — 1). Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (4.2.2):

p(n)(z(n)x(n)) +p(n — )z(n — 1) = b(n)x(n).

Dividiendo la ecuacion anterior por x(n):

p(n)z(n) + PN =D ey

z(n)




4.2. Ecuaciones de segundo orden autoadjuntas

Como mirz;)l) = z(nl—l)’ se sigue que p(n)z(n)—l—ZEZ:B = b(n). Esto demuestra la ecuacion

(4.2.22).

Proposicion 4.2.12. Sea p € S(Z,) tal que p(n) > 0, para cada n € Z,. Se tiene que
toda solucion de (4.2.2) no es oscilatoria si y solo si (4.2.22) tiene una solucién que cumple
que existe N € N tal que z(n) > 0, para cada n > N.

Demostracion. Supongamos que x es una solucion no oscilatoria de (4.2.2). Es decir, existe
N € N, tal que z(n) > 0 o z(n) < 0, para cada n > N. Sin pérdida de generalidad,
asumimos que x(n) > 0, para cada n > N. Se sigue que z(n) = x(x”(—:)l) > 0, para cada
n > N. Ademés, sustituyendo en la ecuacion (4.2.22), se tiene que z(n) > 0, para cada

n > N. Por lo tanto, existe N € N tal que z(n) > 0, para cada n > N.

Reciprocamente, supongamos que z es una solucion de (4.2.22) tal que existe N € N
con z(n) > 0, para cada n > N. Necesitamos probar que existe una solucién no oscilatoria
x de (4.2.2). Consideremos la construccion de la siguiente solucion z: pongamos x(N) = 1.
Luego, para cada n > N, definimos recursivamente: z(n+ 1) = z(n)x(n). Como z(n) > 0,
para cada n > N, se sigue que x(n) > 0, para cada n > N, es decir, la solucion x(n) es
positiva para n > N, lo que significa que no es oscilatoria. Ademas, esta funcién construida
satisface la ecuacion (4.2.2). Por lo tanto, x satisface la ecuacion (4.2.2) y es no oscilatoria,
ya que z(n) > 0, para cadan > N. [ |

p(n)

Proposicion 4.2.13. Si b(n) < p(n — 1) y limsup oD

n—oo
(4.2.2) oscila.

> %, entonces toda solucién de

p(n)
p(n—1)

Demostracion. Supongamos que b(n) < p(n — 1) y limsup > % Por contradiccion,
n—oo

supongamos que existe una solucion z de (4.2.2) que no es oscilatoria. Por definicion,
esto implica que z es eventualmente positiva o eventualmente negativa. Sin pérdida de
generalidad, asumimos que z(n) > 0, para cadan > N con algin N € N. Por la definicion
de z(n) en (4.2.21), se sigue que z(n) > 0, para cada n > N.

Utilizando la ecuacion (4.2.22) y dado que b(n) < p(n — 1), se sigue que:

)=t + 22— < o - 1)
p(n—1)
p(n)z(n) < p(n—1) - =1

Lo que quiere decir que:
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, / Shh ( , ( : ))
limsup z(n) <limsup———= (1 —limsup | ——

= lim su ZM 1— 1
Y T o) fminf 2(n — 1)

n—oo
) p(n—1) 1
<1 —1- . 4.2.23
- lflnj;ip p(n) ( liminf z(n — 1) ( )
n—oo

Debido a que limsup 2 > 1 se sigue que lfmsup 222 < 2. De aqui, por (4.2.23):

1
limsup z(n) < 2 (1 — ) .

00 liminf z(n — 1)
n—oo

Lo que quiere decir que:

Ii§ (n)—2< 2
fmsup z(n) — — .
n_mp liminf z(n — 1)
n—oo
, 2 ) p
Luego, 2 — hfznjogp z(n) > I > Tomsup (1) Esto es, 2 — hinﬁsogp z(n) >
2 ‘.
h’m_}supz(n—l)' Ast:
2—1i (n) > 2
—limsupz(n) > ———
n%oop lim sup z(n)
n—oo
21fimsup z(n) — (lim sup z(n))* > 2
(Iim sup z(n))? — 2limsup z(n) +2 < 0.
n—o0 n—o0

Esto implica que (Iim sup z(n)—2lim sup 2(n)+1)? < 0. En consecuencia, (lim sup z(n)—
n—00 n—00 n—00
1)2 < 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, toda solucién de (4.2.2) debe oscilar. B

4.3. Ecuaciones en diferencias no lineales

Sean x,p € S(Z,) y k € N. Consideremos la siguiente ecuacion en diferencias no lineal:
z(n+1) —xz(n) 4+ pn)f(z(n—k)) =0, paracadan € Z,, (4.3.1)
donde f: R — R es una funcién no lineal.

Teorema 4.3.1. Sea p = liminf p(n) > 0. Si f es continua en R y son vélidas las siguientes
n—oo

afirmaciones:
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(a) Six #0, entonces xf(xz) > 0;y f(x) =0, si z =0;

(b) hmlnff(x =L,0<L < o0;

z—0

(c) Sik > 1, entonces pL > W y si k = 0, entonces pL > 1;

entonces todas las soluciones de (4.3.1) oscilan.

Demostracion. Supongamos que f es continua en R y que se cumplen los incisos (a),
(b) y (c). Por contradiccion, supongamos que existe una solucion x de (4.3.1) tal que no
oscila. Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe N € N tal que x(n) > 0, para
cada n > N. Luego, por el inciso (a), se sigue que f(z(n)) > 0, para cada n > N. En
consecuencia, de la ecuacion (4.3.1), x(n + 1) — x(n) = —p(n) f(x(n — k)) < 0, para cada
n > N. Esto implica que z(n+1) < x(n), es decir, x es decreciente. Asi, lim x(n) = ¢ > 0.

n—oQ

Tomando el limite en ambos lados de la ecuacion (4.3.1), se tiene que f(c) =0y por
(a), ¢ = 0. Lo que quiere decir que lim x(n) = 0. Dividiendo (4.3.1) por z(n):

n—oo
1 —k
% -1+ p(n)f(x(@; ) =0, paracadan> N. (4.3.2)
z(n z(n
Pongamos z(n) = xfﬁ)l). Notemos que z(n) < 1, para cada n > N. Sustituyendo z(n)

n (4.3.2):

1
oy = 1P = 1)k

Definimos lim z(n) = r. Luego, tomando el limite superior en ambos lados de (4.3.3),
n—oo

(4.3.3)

se tiene que £ <1 — pLr¥, o bien:

r—1
pL < SR

(4.3.4)

Pongamos h(n) = ,m Es sencillo verlﬁcar que la funcién h alcanza su maximo en r=
(kH—’”l Asi, de la desigualdad (4.3.4), pL < W’
lo que contradice el inciso (c). Por lo tanto todas las soluciones de (4.3.1) oscilan. |

EEL por lo que su valor maximo es

Observacion 4.3.2. Silim inf @ = 1, entonces la ecuacion linealizada asociada a (4.3.1),
n—oo

donde p(n) = p € R, es de la forma siguiente:

y(n+1) — y(n) + py(n — k) = 0. (4.3.5)

Notemos que esta ecuacion ya se ha estudiado en la Seccion 4.1. Asi, podemos refor-
mular el Teorema 4.3.1 de la siguiente forma: Supongamos que (a) y (b) se cumplen con

=1 y que p(n) = p es constante. Si cada solucion de (4.3.5) oscila, también lo hace
cada solucion de (4.3.1).
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4.4. Aplicacion

4.4.1. Ecuacién logistica de Pielou con retraso

Nuevamente analizamos la ecuacion logistica de Pielou con retraso, como en la Secciéon 2.7,
suponiendo ahora que existe un retraso en el tiempo de un periodo k € N en la respuesta
de la tasa de crecimiento por individuo al cambio de densidad, la ecuaciéon en diferencias
con retraso:

yn+1) = L(”) para cadan € Z, cona > 1,5 > 0. (4.4.1)

14 By(n—k)’

a—1

Veamos que si > %, entonces cada solucion positiva de (4.4.1) oscila alrede-

k
(k+1

dor del punto de equilibrio positivo y* = 2=

. Podemos seguir el segundo método de la

e

Subseccion 2.7.1. Para esto, pongamos y(n) #&1@)) en (4.4.1), con lo que obtenemos:
a—1
x(n+1)—z(n) + Tf(x(n —k)) =0, (4.4.2)

= a—1 a

donde f(z) = % 1In (M)

Veamos que la funcion f satisface las condiciones (a) y (b) del Teorema 4.3.1 con L = 1.

M, es siempre positiva para x # 0 dado

(a—1) exp (z)+1

(a) La expresion dentro del logaritmo,

que a > 1. Analicemos zf(z) = r-*; In ( >, segun los casos siguientes:

(a—1) exp (z)+1

» Caso 1: z > 0: Se sigue que > 1, con lo que el logaritmo es positivo.

Lo que quiere decir que z f(z) > 0.

s Caso 2: x < 0: De aqui, < 1. En consecuencia, el logaritmo es

negativo. Esto implica que z f(x) > 0.

(a—1) exp (z)+1

s Caso 3: z = 0. En este caso:

£(0) = O‘lln((a_l)'Hl): a11n1:0.

o — 0% o —

Por lo tanto, de los Casos 1, 2 y 3, se cumple la condiciéon (a).

(b) Analicemos L% Se tiene que:

%ln (a—1) exp (z)+1
) _ ot ( « ) (4.4.3)

i T
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Podemos utilizar la aproximacion de Taylor para exp(z) = 1+ en la expresion dentro
del logaritmo en la ecuacion (4.4.3):

(a—Dexp(r)+1 (a—-1)(1+x)+1 a—-1+(a—-1x+1 g (v —1)x

o - o N a N a

Lo que quiere decir que:

) st (1)

~
~

T Zz

Luego, podemos utilizar la expansion de Taylor, ahora para In1 + u = u. Con esto:

(a—1)
flo) _ s

x x

Esto implica que:
(z) =
oz
lim inf f_x) =1.
z—0 €x

En consecuencia, L = 1, con 0 < L < co. De aqui, el inciso (b) se cumple.

Por lo tanto, segun el Teorema 4.3.1, cada solucion de (4.4.2) oscila alrededor de 0. Asi,
toda solucion de (4.4.1) oscila alrededor del punto de equilibrio y* = O“T_l Esto significa
que la poblacion nunca se estabiliza exactamente en y*, sino que fluctiia periédicamente
alrededor de este valor, a diferencia del modelo logistico clasico, en el que la poblacion
tiende a estabilizarse en el punto de equilibrio y*. Sin embargo, con el retraso incorporado
en la ecuacion, se introduce una desincronizacion entre el crecimiento de la poblaciéon y
la capacidad de carga del medio ambiente, esto se puede interpretar como que existen
situaciones en las que los recursos tardan en reponerse o la poblacién tarda en ajustarse a
ciertos cambios, lo que impide que el sistema alcance un estado estacionario exacto.
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CONCLUSIONES

Los sistemas dinamicos discretos son necesarios para analizar y estudiar gran cantidad
de fenémenos que ocurren en diversas areas, en particular en esta tesis se analizaron
modelos matemaéticos en Economia, Ingenieria y Biologia. El comportamiento de estos
problemas requieren ser interpretados y analizados de forma clara y concisa, de acuerdo
a las caracteristicas de cada problematica; todo esto realizando énfasis en estudiar su
evolucion a lo largo del tiempo.

En esta tesis, nos enfocamos en el analisis de estabilidad de los sistemas dindmicos
discretos, estudiando resultados ttiles para determinar el comportamiento de las solucio-
nes; se hizo un extenso estudio de la transformada Z y de su inversa; se examinaron las
ecuaciones en diferencias de Volterra en algunos casos especificos y se analizan resultados
de la teoria de oscilacion. Adicionalmente, proporcionamos algunas nociones previas que
fueron necesarias para el entendimiento adecuado del resto de la tesis.

En el primer capitulo, se presentaron los preliminares necesarios para comprender las
herramientas y conceptos empleados a lo largo del trabajo, estableciendo una base sélida
para los analisis posteriores.

Respecto al analisis de estabilidad de sistemas dinamicos discretos k-dimensionales,
de los resultados méas sobresalientes que revisamos fueron el Teorema de Estabilidad de
Liapunov y el Principio de Invarianza de LaSalle. También estudiamos los diagramas del
espacio fase, los cuales son muy ttiles para determinar de forma grafica la estabilidad de
un punto de equilibrio.

La transformada Z fue explorada como una herramienta clave para resolver ecuacio-
nes en diferencias. Ademas, demostramos y ejemplificamos cada una de sus propiedades.
Adicionalmente, estudiamos métodos para poder obtener la inversa de la transformada Z,
realizando un concentrado de las transformadas Z y sus inversas en una tabla. También,
analizamos las ecuaciones en diferencias de Volterra, un tipo particular de ecuaciones que
modelan procesos con memoria, lo que permite describir sistemas donde el estado futuro
depende no solo del presente, sino de la evoluciéon pasada.
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En cuanto al analisis de la teoria de oscilacion, se tuvieron como principal objetivo las
ecuaciones en diferencias de tres términos, las ecuaciones en diferencias autoadjuntas y las
ecuaciones en diferencias no lineales.

Adicionalmente, se proporcionaron modelos de Economia, Ingenieria y Biologia para
estudiar las aplicaciones que pueden tener los distintos tipos de sistemas de ecuaciones en
diferencias, analizando su estabilidad o si sus soluciones son oscilatorias, segtn sea el caso.
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