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Resumen

En este trabajo de tesis se presenta el andlisis enfocado a la metodologia de identificacion
algebraica para el desarrollo de los identificadores de una suspension de un cuarto de au-
tomovil con absorbedores de vibracion basados en inersor, al cual se le implementan tres
distintas redes mecanicas basadas en inersor (C3,C4 y C6). Es importante mencionar que
en un vehiculo es muy comiin que se presenten ciertos grados de vibraciones y cuando estos
niveles sobrepasan los niveles permisibles el sistema estd expuesto a sufrir cierto descontrol
o resonancia. Por ello los elementos que integran a la suspension deben estar correctamente
sintonizados, ya que si se encuentran en desintonizacién se pierde la efectividad de mitigacion
de vibraciéon. Por lo tanto para conocer los pardmetros fisicos de estos dispositivos se pueden
emplear métodos de identificacion paramétrica.

Dentro del area de identificacion de parametros se encuentra la técnica de identificacion
algebraica, la cual ha demostrado tener buenas propiedades ante otros métodos. Es por ello
que en el siguiente trabajo se planea realizar ciertas pruebas de robustez de los identificadores

desarrollados.
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Nomenclatura

k, c Coeficientes de rigidez y amortiguamiento del sistema de suspension

del modelo de un cuarto de vehiculo

ky Coeficiente de rigidez del neumatico

M Masa suspendida

My Masa no suspendida

b Inertancia

T Desplazamiento de la masa suspendida m

Ty Desplazamiento de la masa no suspendida m,,

x Desplazamiento de la base

Zo velocidad de la base

F Magnitud escalar de fuerza aplicada en las terminales del inersor
L Lagrangiana

T Energia cinética

U Energia potencial

F(t) Fuerza de excitacion

Eirersor Energia cinética del inersor

D Funcion de disipacion de Rayleigh

Y(s) Impedancia mecanica

DVA Absorbedor dindmico de vibracion

IDVA Absorbedor dindamico de vibracién basado en inersor
TMD Amortiguador de masa sintonizado

NDVA Absorbedor dindmico de vibracién no tradicional
TVMD Amortiguador de masas viscosas sintonizado
TID Amortiguador de inercia sintonizado
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

La vibracién es un fendémeno fisico ocasionado principalmente por fuerzas dindmicas
externas, y por lo tanto, cualquier elemento mecanico o estructura esta expuesto a sufrir
vibraciones no deseadas. Por este motivo, es de vital importancia tener un anélisis de vi-
braciones dentro del proceso del disenio en sistemas mecanicos, especialmente aquellos que
se someteran a fuerzas de excitacion externas. Conviene destacar que cuando un sistema es
sometido a una excitacion por una fuerza externa cuya frecuencia es igual a la frecuencia
natural del sistema, se desarrolla el fenémeno conocido como resonancia. Tal fenémeno oca-
siona un incremento en la amplitud de vibracién, y por lo tanto, pone en riesgo su integridad
estructural. En efecto, es importante hacer un analisis dinamico al sistema de suspensiéon
y aplicar una serie de tratamientos matemaéticos para obtener un alto nivel de mitigacion
de vibracién. A lo largo del tiempo se han propuesto sistemas que disminuyen la ampli-
tud de vibracion, los cuales se conocen como absorbedores de vibracion. En aplicaciones de

ingenieria, los absorbedores dindmicos de vibracién se emplean a menudo en sistemas que
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constantemente estan sometidos a fuerzas de vibracion, algunas aplicaciones son: ingenieria
civil, componentes en transportes aéreos y miiltiples sistemas mecanicos o estructurales. El
absorbedor estd constituido por un elemento inercial y un arreglo de resorte-amortiguador
conectados en paralelo. Asimismo, al sintonizar correctamente los parametros de rigidez y
amortiguamiento, el equilibrio dindmico entre la estructura principal y el absorbedor ofrece
una mejor respuesta dindmica. Para este dispositivo han surgido diferentes arreglos a lo largo
del tiempo, el primer diseno fue propuesto por Frahm, quien sélo agregd un resorte, el cual
resulto 1til para el control de vibracién en una banda estrecha de frecuencias de excitacion.
Mas tarde, Den Hartog anadi6 el mecanismo de amortiguamiento y como resultado la banda

de frecuencia efectiva se amplié de forma favorable.

Para aumentar el rendimiento de los sistemas de amortiguamiento, varios investigadores
han propuesto diferentes tipos de dispositivos pasivos para mejorar las respuestas vibrato-
rias de sistemas mecanicos, como es el caso de la invenciéon del inersor. Este dispositivo se
desarroll6 inicialmente para suspensiones de automoviles de alto rendimiento de la Férmula

1 y al ser implementado se obtuvieron amplitudes minimas de vibracion.

Por otro lado, para que una suspension trabaje eficazmente es indispensable que los
parametros de los dispositivos que integran al sistema estén correctamente sintonizados, esto
ayuda a que el automoévil provea una mayor calidad de comodidad y mantener una buena
adherencia entre el neumatico y el terreno. Por ello, en este trabajo de tesis se presenta la
estrategia de identificacion algebraica para identificar los pardmetros de los absorbedores
dindmicos de vibracion basados en inersor integrados en una suspensién de un cuarto de

automovil.
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1.1. Planteamiento del problema

En la suspensiéon de un automoévil, es importante considerar su capacidad de disipacion
de energia vibratoria, ya que al presentarse altos niveles de vibracion, se pueden generar
condiciones perjudiciales en el sistema bajo resonancia. Este fenéomeno se genera cuando las
frecuencias de excitacion externa aplicadas se igualan con alguna de las frecuencias naturales
del sistema. Al momento en que la resonancia afecta directamente al sistema provocara un
gran nimero de problemas tales como: desgaste, fatiga, descontrol del funcionamiento en

elementos mecanicos y en casos extremos la fractura del sistema.

Las vibraciones pueden ser causadas por frecuencias generadas por el mismo sistema o
de igual manera por frecuencias de perturbaciones externas. Por ello, el estudio de siste-
mas de amortiguamiento se ha vuelto de gran importancia. Estos dispositivos tienen como
objetivo reducir las amplitudes vibratorias, esto se logra gracias a la correcta sintonizaciéon
de los elementos que integran al sistema, ademés, de implementar dispositivos y materiales

novedosos. Con todo esto se puede lograr una suspension pasiva de alto rendimiento.

Ahora bien, el inersor es un dispositivo novedoso que se integra al sistema de amortigua-
miento, con el objetivo de mejorar el desempeno de las redes tradicionales de amortiguador-
resorte. Smith [47] plante6 que el inersor es un dispositivo mecanico que almacena energia
vibratoria del sistema. Desde su invencién, se han realizado miltiples investigaciones, por
ello se ha experimentado en varias aplicaciones en sistemas mecénicos y especialmente en
aplicaciones automotrices como en suspensiones automotrices y sistemas de direccion para

motocicletas.

Esta tesis tiene como proposito obtener los parametros fisicos de una suspension de un
cuarto de automévil, la cual se compone por configuraciones de absorbedores dinamicos de
vibraciones basados en inersor al integrar tres distintas redes mecénicas (C3, C4 y C6), ver la
figura [I.T] Cada red esta compuesta por: un resorte, un amortiguador de fluido viscoso y un

inersor, respectivamente. Posteriormente, para determinar los parametros se implementara
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la técnica de identificacion algebraica y para su desarrollo se usara el software de Matlab

Simulink.

Por ultimo, es importante destacar que la metodologia que se pretende desarrollar en
este trabajo de tesis, se puede extrapolar para su combinacion con las leyes de control para

el desarrollo de suspensiones semi-activas.

Figura 1.1: Modelo de una suspension de un cuarto de automovil basado en inersor.

1.2. Justificacion

Es comiin que en los vehiculos se presenten cierto grado de vibracién, por lo general,
estd vibracion es ocasionada por: fuerzas externas, desajuste de los parametros del sistema,
etc. Cuando estos niveles sobrepasan los limites permisibles, es necesario aplicar acciones
correctivas en cuanto a la supresion de vibracion se refiere y de esta forma asegurar niveles
de vibracion permisibles. Por esta razon, se les agregan sistemas de amortiguamiento comun-
mente conocido como suspension, donde sus elementos disminuyen las amplitudes vibratorias,
gracias a sus propiedades fisicas. Este dispositivo de control pasivo reduce la amplitud vi-
bratoria por medio de configuraciones mecénicas, que principalmente estan constituidas por

resortes y amortiguadores. Es importante destacar que en los sistemas de amortiguamiento

4
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se ha incorporado un nuevo elemento mecanico llamado inersor, el cual ha demostrado tener
importantes mejoras de rendimiento en varios sistemas mecénicos o estructurales, por ejem-
plo: suspensiones de vehiculos, suspensiones de trenes, diseno y construccion de sistemas de

control en trenes de aterrizaje, turbinas, recolectores de energia, puentes, etc.

Cuando los dispositivos que integran a un absorbedor de vibraciones se encuentran co-
rrectamente optimizados, se obtiene un sistema que desarrolla niveles de vibracién minimas,
a esto se le conoce como sintonizacion. Esta sintonizacidon se obtiene mediante varios proce-
sos de optimizacion. Sin embargo, por ser un sistema de control pasivo estd constantemente
sujeto a lo que se le conoce como desintonizacion, es decir, uno o méas de los valores de los
parametros del sistema tendran variaciones y por ende esto genera pérdida de efectividad
de mitigacion vibratoria. Por lo anterior, es necesario determinar las variaciones de los pa-
rametros, con el fin de realizar las correcciones necesarias para llevar de nuevo al sistema a

su funcionamiento 6ptimo.

Por otro lado, la técnica de identificacion algebraica ha sido de interés para investiga-
dores e ingenieros, ya que con esta herramienta se pueden estimar los parametros fisicos de
diferentes sistemas de ingenieria, ademés, es importante destacar que este método presenta
propiedades de robustez con respecto a la variedad de perturbaciones y que no es necesario
conocer las condiciones iniciales del sistema. Cabe mencionar, que en la literatura no se ha
implementado la técnica de identificacion algebraica para la identificacion de los parametros
fisicos de una suspensiéon de un cuarto de vehiculo con absorbedores de vibracién basados
en inersor. Es por ello que, en este trabajo de tesis se empleara la técnica de identificacion
algebraica para determinar los pardmetros fisicos del sistema y si en dado caso existen ciertos

desajustes, se observara la variacion obtenida.
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1.3. Hipotesis

Con la implementacion de la técnica de identificacion algebraica se lograra el desarrollo
de identificadores de los parametros fisicos de una suspension de un cuarto de automovil con
absorbedores de vibracion basados en inersor, al mismo tiempo, estos identificadores serviran

para el proceso de re-sintonizacion.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivos generales

Implementacién de la técnica de identificacién algebraica para el desarrollo de los iden-
tificadores de parametros de una suspension de un cuarto de automoévil con absorbedores

dindmicos de vibraciéon basados en inersor.

1.4.2. Objetivos especificos

1. Obtener los modelos matematicos de la suspension aplicando las tres distintas redes

mecanicas basadas en inersor (C3, C4 y C6).

2. Implementar la técnica de identificacion algebraica para el desarrollo de los identifica-

dores.

3. Programar los identificadores propuestos mediante la generacion de c6digo en Matlab

Simulink.
4. Andlisis y simulacion de los identificadores de parametros propuestos.

5. Realizar un analisis de la robustez de los identificadores propuestos.
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1.5. Metas

En este trabajo de investigacion se plantea alcanzar las siguientes metas:

1. Revisar los fundamentos tedricos relacionados a la técnica de identificacion algebraica,
de los absorbedores dinamicos de vibracion (DVA, Dynamic Vibration Absorber) y los
absoberdores dinamicos de vibraciéon basados en inersor (IDVA, Inerter-based Dynamic

Vibration Absorber).

2. Desarrollar las ecuaciones dindmicas de los modelos de suspensiéon de un cuarto de
automovil con absorbedores dindmicos de vibracion basados en inersor (C3, C4'Y C6)

utilizando el formulismo de Euler Lagrange.

3. Desarrollar, programar y validar los identificadores obtenidos mediante la técnica de

identificacion algebraica.

4. Analisis de los resultados y de la robustez de los identificadores desarrollados ante

dindmicas no modeladas e incertidumbre paramétrica.

1.6. Alcances y Limitantes

1.6.1. Alcances

Se implementara una técnica de identificacion capaz de estimar los parametros fisicos de
los absorbedores de vibracion basados en inersor. Al modelo de la suspension se le imple-
mentaré tres redes mecanicas C3, C4 y C6 las cuales tienen diferentes arreglos. Dicha técnica
serd lo suficientemente eficiente para estimar los parametros, aiin con la presencia de ciertas

incertidumbres en el sistema.
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1.6.2. Limitantes

El desarrollo de los identificadores se realizaran solamente en software, debido a la com-

plejidad y falta de equipo como: sensores, actuadores, tarjetas y las redes mecéanicas fisicas.

1.7. Metodologia

Para realizar este documento de tesis se propone usar la metodologia de investigacion
tecnologica propuesta por Canales [7]. En el siguiente listado se observa la estructuracion

que se llevara a cabo para la investigacion:

1. Documentaciéon. Antes de empezar una investigacion es recomendable recaudar infor-
macioén sobre el tema a desarrollar, puesto que, amplia el panorama de accion al que
se debera de enfrentar, ademas de incrementar el conocimiento sobre el tema de in-
vestigacion. Como por ejemplo para el desarrollo de esta tesis se recaudaron articulos
cientificos y/o documentos relacionados a los absorbedores dindmicos de vibracion ba-
sados en inersor, posteriormente, con este material se procedi6 a realizar el desarrollo
de la investigacion como: el estado del arte, marco tebrico y bases importantes para la
elaboracion de la tesis. De la misma forma, con la literatura disponible es importan-
te conocer la técnica de identificacion algebraica para la obtencion de los parametros

optimos del sistema de amortiguamiento.

2. Determinacién del problema. En esta parte se da a conocer el problema general que
se va a tratar. De modo particular, este documento de tesis tendrd como problema el
identificar los parametros de una suspension de un cuarto de automovil, a la cual se le
implementaran tres rede mecanicas basadas en inersor (C3, C4 y C6). Es importante
destacar que para abordar el problema se requiere conocer la técnica de identificacion

algebraica para estimar correctamente los pardmetros fisicos del sistema.
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3. Creacidén de la hipoétesis. El objetivo principal de esta parte es la formulacion acepta-
ble de una proposicion realizada mediante la informacion y datos recaudados, durante
el paso de la documentacion. Asimismo, la hipdtesis es usada como una propuesta
tentativa de lo que se quiere obtener y/o demostrar, ademas, esta prediccion se puede
desarrollar aplicando el método cientifico y con esto verificar si la solucion del problema

se traté de manera correcta.

Para esta investigacion en particular, la hipotesis se formulé de la siguiente manera:
Con la implementacion de la técnica de identificacion algebraica se logrard el desa-
rrollo de identificadores de los parametros fisicos de una suspension de un cuarto de
automovil con absorbedores de vibracion basados en inersor, al mismo tiempo, estos

identificadores servirdn para el proceso de sintonizacién.

4. Definicién del método. El formulismo de Euler-Lagrange se us6 para obtener los mo-
delos matematicos de la suspension pasiva aplicando los IDVA’s. Asimismo, ya con las
ecuaciones de movimiento conocidas, se dara paso a emplear la transformada de Lapla-
ce, para obtener las ecuaciones algebraicas en funcién de frecuencia. Posteriormente,

se empleard la técnica de identificacion algebraica para obtener los identificadores.

5. Resolucidon, validacién y verificacién. Por medio de la herramienta computacional
Matlab Simulink se obtuvieron los resultados numéricos y sus graficas correspondientes.

Posteriormente, se observaron las respuestas de los identificadores obtenidos.

6. Analisis de resultados y conclusiones. Ya obtenidos todos los resultados, se realizé
una comparacion detallada con los reportados en el documento y se dard un informe
si los resultados obtenidos avalan la hipotesis y los objetivos escritos al inicio de la

investigacion de tesis.

7. Redaccién del informe final. Para este punto, se redactaron los resultados con cla-
ridad y coherencia. Lo anterior se hizo al momento de terminar el desarrollo de la

investigacion.
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1.8. Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis se estructura en seis capitulos, los cuales se mencionan a conti-

nuacion:

= Capitulo uno. Se muestra la introducciéon del tema de investigacion, asimismo se
presenta el planteamiento del problema, la justificacion, la hipotesis, los objetivos
generales y especificos, metas planteadas, alcances y limitantes y la metodologia

a seguir para el desarrollo de la tesis.

s Capitulo dos. Se dedica a la revision del estado del arte de identificacion, ab-
sorbedores de vibracion e informacion sobre los inersores (redes mecanicas, tipos

de disenos y sus aplicaciones mas comunes en el area automotriz y otros).

= Capitulo tres. Se presenta la teoria fundamental para el desarrollo de la tesis,
posteriormente, se afectiia un repaso a los temas de: ecuaciones de Euler-Lagrange,
transformada de Laplace y la técnica de identificacion algebraica. Asimismo, se
ejemplifica la técnica de identificacion algebraica a través del desarrollo de los
identificadores de un absorbedor dindmico de vibracion tradicional, para asi tener

un mayor entendimiento.

= Capitulo cuatro. Se encuentra el desarrollo matematico para los estimadores
de los parametros de una suspesion de un cuarto automovil con redes mecanicas

basadas en inersor, propuestas en este trabajo de tesis.

= Capitulo cinco. En esta parte se muestran los resultados analiticos y numéricos
obtenidos a través de la técnica de identificacion algebraica, ademaés, se muestran
los anélisis de robustez de los identificadores y del efecto de desintonizacion en la

respuesta vibratoria de los sistemas propuestos.

= Capitulo 6. Por ultimo, se exponen las conclusiones de acuerdo a los resultados

obtenidos con la realizacién de la tesis.
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CAPITULO 2

ESTADO DEL ARTE

2.1. Identificaciéon de sistemas

Los sistemas dinamicos se encuentran en todo momento en nuestro medio ambiente, por lo
tanto, las técnicas de identificacion de sistemas se han vuelto de gran importancia en distintas
areas del conocimiento, tales como: economia, biotecnologia, ingenieria, entre otros. Estas
ramas requieren de modelos precisos para asi lograr un buen analisis, simulacion, deteccién
de fallas y control. Para sistemas que tienen un comportamiento complejo, donde requieren
un modelo matematico méas exacto para su analisis y disenio, necesitan técnicas sofisticadas,
yva que tales modelos no se pueden obtener de manera sencilla. Es por ello que, la técnica de
identificacion de sistemas dinamicos, es una herramienta capaz de brindar métodos necesarios
para obtener de manera mas sencilla los pardmetros desconocidos de algin sistema y con un

alto rango de exactitud.
Basado en la investigacion realizada por Zadeh [55], esta metodologia se compone por:

11
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= Clase del modelo utilizado.
= Tipo de senales a utilizar.

s Criterio de estimacion.

Si estos tres factores son disenados correctamente se obtendrian buenos resultados.

Por otro lado, existen dos enfoques para la identificacién de sistemas:

Identificacién no paramétrica En este caso de identificacion, no se supone ningun tipo
de estructura para el modelo, por lo tanto, no se integra un vector de parametros en
el modelo matematico. Por lo general, este tipo de identificacion se apoya de funciones
espectrales o alguna informacion de entrada o salida, para determinar caracteristicas

del sistema.

Identificacién paramétrica En este enfoque si es necesario tener un modelo matemético
con cierta estructura y por ende, establecer un conjunto de parametros con la infor-
maciéon obtenida por la entrada o salida del sistema. En la mayoria de los casos, no
es posible conocer todos los parametros del modelo, por ello se procede a realizar una

estimaciéon con valores minimos de error entre el modelo y el proceso fisico.

2.1.1. Modelo del sistema

Para iniciar un analisis de algin comportamiento de un sistema es necesario experimentar
sobre él para observar la respuesta que tiene, sin embargo, hay casos en sistemas complejos
que llega a ser imposible su experimentacion, por lo tanto, se debe optar en realizar una
representacion que simule la realidad, a esto se le conoce como modelo. Existe diferentes
clases de modelos de sistemas fisicos, en funcion del grado de formulismo mateméatico en la

que se encuentren [2):

= Mentales, intuitivos o verbales.

= Gréficos y tablas.

12
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s Mateméaticos.

En caso particular, en esta tesis se ajusta al modelo matematico, donde se tiene una serie
de expresiones matematicas (ecuaciones diferenciales) que reflejan las relaciones entre las

variables del sistema.

2.1.2. Senales

Uno de los factores esenciales que integran a la identificacion de sistemas es el manejo
de las senales, la evolucion digital que se ha desarrollado permite que las senales continuas
de la mayoria de sistemas fisicos sean leidas y medidas de forma discreta, en otras palabras,
se refiere a tomar muestras en cada intervalo de tiempo de muestreo de senales continuas, a
esto se le conoce como sefales discretas en el tiempo. Sin embargo, esta secuencia trae un
error aparejado al periodo de muestreo, esto sucede ya que entre muestra y muestra no se

observa la trayectoria real de la senal.

Generalmente, se trabaja con senales discretas en el dominio del tiempo, pero también se
puede realizar una transformacion en el dominio de la frecuencia, mediante la aplicacion de
la transformada de Fourier. De forma que se puedan representar sistemas fisicos continuos
en el tiempo, que se deben identificar con senales discretas en el tiempo o en el dominio de

la frecuencia.

2.1.3. Criterios

Uno de los ultimos componentes antes mencionados para la solucion de identificadores de
sistemas, es la eleccion de un criterio de ajuste de parametros del modelo seleccionado ante el
conjunto de datos leidos en las senales. Esto significa que se crea una expresion matemaética
que brinde una evaluacién exacta del modelo, para describir el proceso generador de los

datos observados en las senales, por ejemplo, para expresar lo anterior se toma el error de

13
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prediccion de un modelo M (Px) de la siguiente forma:

e(t, Dx) = y(t) — y(t, Px) (2.1)

cuando se tiene el siguiente conjunto de datos:

z" = [y(1),u(1),y(2),u(2), ... y(N),u(N)] (2.2)

donde los errores de prediccion se calculan parat = 1,2, ..., N. Posteriormente, se seleccionan
parametros del modelo que den un menor error de prediccién. Pero, para hallar a este valor
minimo se pude usar una norma escalar o alguna funciéon que pueda medir el tamano de e,

si no, otra opcion es, requerir que €(t, &x) = 0.

2.2. Identificacién algebraica

Las técnicas clasicas de identificaciéon parametrica utilizan el criterio de minimizar el
error para ajustar los datos de un modelo, ademas, dependiendo de la caracteristica de la
senal variara la rapidez con la que se identifiquen los pardmetros 6ptimos. Posteriormente,
existe una metodologia de identificaciéon de parametros, que tiene como objetivo obtener
los parametros exactos desconocidos, donde las formulas matematicas se obtienen mediante
tratamientos algebraicos especificos de las ecuaciones del modelo. Asimismo, al momento de

aplicar estas operaciones matematicas se elimina la dependencia de las condiciones iniciales.

Carvajal et al. [5], utilizaron la metodologia de identificacion algebraica para estimar
parametros y senales de sistemas vibratorios, donde para hallar la frecuencia y la amplitud
usaron unicamente las mediciones de las posiciones. Demostraron por medio de sus resultados
el desempetio dinamico y robustez al aplicar esta técnica. Ocampo et al. [12], desarrollaron

un modelo matemaético de identificacion para determinar la magnitud y posicion angular

14
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del desbalance de un sistema rotodindmico de miultiples grados de libertad, demostraron
que la técnica de identificacion algebraica obtiene los parametros desconocidos con gran
rapidez, sin necesidad de llevar al rotor a su velocidad nominal. Luego, Larios et al. [30],
presentaron el balanceo automaético de un sistema rotor-cojinete mediante discos de balanceo
activo, emplearon la metodologia de identificacién algebraica para determinar la magnitud
del desbalance y la posicion angular del rotor y tomaron como dato de entrada la respuesta

de vibracién del rotor.

Adicionalmente, en la literatura se encontraron trabajos relacionados a la estimacion de
parametros en suspensiones de vehiculos: Hernandez Alcantara et al. [21] usaron la técnica
de identificacion pardmetrica para encontrar el deterioro del coeficiente de amortiguamiento
de una suspension semi-activa que integraba un amortiguador magnetorreoldgico. Conde et
al. [8], implementaron la técnica de identificacion algebraica para obtener los coeficientes de
amortiguamiento y rigidez de una suspension pasiva de un cuarto de automévil, todo esto
con la finalidad de monitorear los parametros fisicos y dar mantenimiento a los elementos

que integran a la suspension.

2.3. Sistema de suspension

La funcién principal de este sistema es absorber las vibraciones generadas por las irre-
gularidades del terreno por donde se desplaza, esto se logra al implementar mecanismos
de disipacion de energia correctamente sintonizados. Asimismo, mantiene el contacto de los
neuméticos con la superficie. Por lo tanto, sus objetivos principales son: el confort de los

pasajeros y la estabilidad del vehiculo.

En el caso del confort, se enfoca a la minimizacién de los niveles de aceleracion del chasis.
Por otro lado, la estabilidad estd orientada a minimizar la fuerza del sistema de suspen-

sion que proporciona a los neumaticos para que permanezcan en contacto con la carretera.
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Posteriormente, este sistema tiene otras funciones aparte de las antes ya mencionadas, tales

comao:

= Proveer una correcta maniobrabilidad del vehiculo al mantener la correcta posicion de

los neumaéticos.
= Mitigar la fuerzas de aceleracion, frenado y de giro, que se transmiten en las ruedas.

» Contrarrestar las fuerzas dindmicas no sincronizadas del chasis.

Es importante mencionar que existe una gran variedad de suspensiones, sin embargo la
suspension pasiva es la que mas destaca (ver figura 2.1)). En esta suspension solo se agregan
elementos mecénicos, los cuales s6lo pueden almacenar o disipar energia y no existe ninguna
fuente de energia externa. Por lo tanto, este sistema suele ser mas sencillo y econémico en
el diseno y construccion. Por lo general, una suspension debe presentar dos caracteristicas
fundamentales: la elasticidad y la amortiguacion. En primer lugar, la elasticidad ayuda a
aislar las perturbaciones de la carretera y la amortiguacion disminuye las oscilaciones de carga
[38], [23]. Es bien sabido que estos objetivos no pueden lograrse independientemente con un
suspension pasiva. Sin embargo, al emplear inersores, ademas de resortes y amortiguadores,

se mejoran las caracteristicas fundamentales de una suspension pasiva [47].

Unibn entre el chasis

Resorte

Union entre rueda

Figura 2.1: Modelo mecéanico de una suspension pasiva [39)].
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2.3.1. Modelo de un cuarto de automovil

Por otra parte, la dindAmica que presenta un vehiculo se divide cominmente en cuatro
partes debido a que la cinematica de los mecanismos de sujecion del sistema de suspension
es independiente. Por ende, sé6lo se utiliza una cuarta parte del automoévil para el desarrollo
del desempeno de un sistema de suspension (ver figura [38]. Este modelo por lo general
esta conformado por la masa del chasis (masa suspendida) y la masa del neumatico (masa
no suspendida). Al implementar esta idea, el analisis se simplifica ya que s6lo tenemos pre-
sencia de dindmicas verticales y esto es suficiente para realizar el estudio de desempeno de
una suspension. Adicionalmente, el coeficiente de amortiguamiento del neumatico se puede
despreciar, ya que en la préctica este factor es mucho menor que el del amortiguador del

sistema de suspension.
Masa suspendida

Sistema de suspension e SN

Masa no suspendida N
= B
(masa de la llanta)

Camino

Figura 2.2: Modelo de un cuarto de automévil con sistema de suspension pasiva [39).

2.4. Absorbedor dinamico de vibracion

Para el buen funcionamiento de un sistema mecénico, es indispensable contar con un
dispositivo el cual pueda proporcionar una fuerza que contrarreste la fuerza armonica de
vibracion externa. Sin embargo, es imposible aplicar directamente dicha fuerza por razones
de dimensiones de los dispositivos mecanicos. Por ello se propone la implementaciéon de
absorbedores dinamicos de vibracion (DVA’s), que también se conocen en la literatura como

absorbedores de masa sintonizada (TMD). En la figura[2.3] se observa un DVA clasico el cual
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consiste en dos partes principales: la estructura principal (sistema primario) y un sistema
auxiliar o amortiguador (sistema secundario), el cual estd compuesto por tres elementos:

masa, resorte y amortiguador.

Xa
ma E—
Absorbedor o _
Sistema auxiliar ka Ca
Estructura s X1
Principal '

m
k
X2

Figura 2.3: Absorbedor dindmico de vibracion (DVA) [9].

'

A continuacion, el control de los absorbedores dinamicos de vibracion se clasifican en dos

categorias: control activo o semi-activo y control pasivo.

El control activo consiste en adaptar una serie de materiales inteligentes, sensores y
actuadores a los elementos de los absorbedores de vibracién, los cuales son manipulados
electronicamente, este control de tipo lazo cerrado, configura y/o actualiza los parametros
6ptimos del sistema con base en las necesidades para disminuir la fuerza vibratoria. Cheung
et al. [I1], con un amortiguador activo, re-optimizaron la respuesta dindmica de un absor-
bedor hibrido (HVA). Posteriormente, Gao et al. [20], mejoraron el rendimiento dindmico
de un sistema de transmision de potencia automotriz, al implementar un DVA basado en
un esquema de ajuste de frecuencia adaptativo. Luego, Alujevic et al. [I], propusieron im-
plementar actuadores inerciales (IA “s) sobre una estructura principal de un sistema y por

ello obtuvieron fuerzas activas de amortiguamiento y asi, observaron un mayor rendimiento
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dindmico en comparacion con el TMD.

Sin embargo, a la hora de implementar elementos de control activo para la disipacion de
energia vibratoria del sistema, se obtienen algunas desventajas tales como: incremento de cos-
tos en manufactura, complejidad en el diseno del controlador y su instalacién, incertidumbre

en el modelado por las no linealidades del sistema y mayor costo de mantenimiento.

Con respecto al control pasivo, basicamente consiste en agregar masa, rigidez y amor-
tiguamiento al sistema. Este control de lazo abierto analiza la respuesta en frecuencia del
sistema. Los absorbedores dindmicos de vibracion pasivos (DVA), contrarrestan fuerzas vi-
bratorias sin utilizar ninguna fuente de energia externa. Debe senalarse, que la selecciéon
minuciosa de los parametros de los DVA s da como resultado un diseno eficiente, de ma-
nera que la frecuencia de excitacion y la amplitud del sistema sean minimas y, ademas, se
obtenga una banda de frecuencia de atenuacién mas amplia. No obstante, el control pasivo
no es recomendable en situaciones donde la banda de frecuencias del espectro de potencia

de excitacion sea muy amplio.

Frahm [I8], en 1909 propuso el DVA no amortiguado, que se muestra en la figura el
cual consiste en integrar un solo resorte al sistema, asimismo, gracias a esta aportacion hizo
que nacieran multiples investigaciones en absorbedores. Por otra parte, el amortiguador fue
introducido por Ormolndroyd y Den-Hartog [31] en 1928, donde el amortiguador y el resorte
se conectaron en paralelo, y ademas, aplicaron la técnica de los puntos fijos para calcular las
soluciones 6ptimas del DVA. Hay que hacer notar, que un gran nimero de investigaciones se
han llevado a cabo con la finalidad de incrementar el rendimiento dindmico del DVA clésico,
como en el caso de Krenk et al. [27] conectaron un DVA en una estructura flexible con el
objetivo de reducir el factor de magnificacion dindmica de la estructura, sometida a un solo

modo de vibracién.

Por otra parte, los DVA s conectados en paralelo han sido investigados con el fin de

alcanzar un minimo factor de magnificacién dindmica y un maximo ancho de banda efectivo.
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%
m —
k

F(t)l %
M =
‘B

Figura 2.4: Absorbedor dinamico de vibracion no amortiguado [9)].

Estos DVA s en paralelo han demostrado un buen rendimiento en la disipacion de energia
vibratoria, cuando las masas sintonizadas son distribuidas en la estructura principal. Por el
contrario, las aplicaciones de estos dispositivos son pocas, considerando que el espacio de ins-
talacion es reducido. En relacion con lo anterior, Kim et al. [26] implementaron un instructivo
de diseno que contempla tres factores: limitacion de espacio de instalacion, transportacion y

facilidad de uso.

Adicionalmente, los DVA “s conectados en serie han demostrado mayor robustez y efecti-
vidad dindmica, y en relacion con la aplicacion, estos dispositivos son mas faciles de imple-
mentar que los DVA s en paralelo. De hecho Barredo et al. [3], reportaron que los DVA s
en serie brindan mas del 13 % de mitigacion de vibracion de la estructura primaria sujeto a
vibracién aleatoria en la base y en cuanto a reduccion de vibracion presenta més del 10 %,
en comparacion de un DVA clésico, ademas, tienen un 30 % mas de ancho de banda efectiva

que otros DVA ’s.

El siguiente punto trata de un dispositivo cuyo arreglo es distinto al DVA clasico. Este
sistema se le conoce como absorbedor dindmico de vibracion no tradicional (NDVA), lo

distintivo de este absorbedor es el tener un amortiguador viscoso conectado directamente
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a tierra en lugar de la estructura primaria. Ren [37], Liu y Liu [28], usaron un NDVA
para investigar si la amplitud de vibraciéon de la estructura primaria se reducia, a lo que
demostraron que los resultados obtenidos eran mas efectivos que los de un DVA clasico.
Adicionalmente, Wong y Cheung [54] implementaron la técnica de los puntos fijos para
obtener los parametros 6ptimos de supresion de vibracion de la estructura principal de un

NDVA, bajo fuerzas armoénicas en la base.

Posteriormente, Smith [46] implement6 un dispositivo mecanico para el control de vi-
braciéon conocido como inersor, este elemento es disenado principalmente para sistemas de
suspension en vehiculos de la Formula 1, demostré un alto rendimiento en supresiéon de vibra-
cién y ancho de banda efectivo en comparacion del DVA conectado en serie o en paralelo con
arreglos de resortes y amortiguadores 38|, [23], [41]. Asimismo, el inersor ha sido propuesto
para aplicaciones de ingenierfa civil, de hecho Tkago [24] implement6 un nuevo diseno para
el control de vibracién sismica en sistemas de estructuras lineales llamado amortiguador de
masas viscosas sintonizadas (TVMD), el cual resulto ser méas eficiente que un DVA clésico.
Luego, Lazar et al. [24] propusieron un sistema inersor amortiguador sintonizado (TID),
donde obtuvieron mejores resultados en control de la respuesta vibratoria de la estructura
principal sometida a movimientos sismicos que el TMD, ademas, presenta mayor robustez

en cuanto a espacio de implementacion y costo de fabricacion.

Por otra parte, el amortiguador de un DVA es sustituido por impedancias mecénicas, las
cuales son arreglos mecénicos constituidos por: resorte, amortiguador e inersor. Este nuevo
sistema es conocido como absorbedor dinamico de vibracion basado en inersor IDVA. Hu y
Chen [22] por medio de soluciones numéricas en Matlab, demostraron que las impedancias
mecanicas C3, C4 y C6, mejoran el rendimiento dinamico del DVA clasico. Més tarde Barredo
et al. [3] propusieron la técnica de los puntos fijos extendida para obtener los parametros
optimos de los arreglos mecéanicos (C3, C4 y C6) propuestos anteriormente por Hu y Chen

22].
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2.5. Analogia fuerza-corriente

A lo largo del tiempo la teoria de analogia fuerza-corriente ha sufrido su evolucién, prime-
ramente, la analogia usada para referirse a la relacion entre sistemas eléctricos y mecéanicos

era fuerza-voltaje. Después, Firestone [15] atribuy6 la analogia fuerza-corriente.

Una configuracién mecanica formulada de tipo translacional se compone por elementos
mecanicos tales como: resortes, amortiguadores y palancas, los cuales se conectan entre si de
manera rigida [48], [40]. Es frecuente reducir el movimiento para que sea paralelo al eje fijo y
relativo a un punto de referencia estable en un marco inercial, conocido como tierra o suelo.
Los resortes y amortiguadores tienen un par de puntos finales llamados nodos o terminales.
Por otro lado, uno de los nodos de la masa es la posicion del centro de gravedad de la misma,

mientras, que el otro nodo es la tierra o suelo.

Asimismo, un puerto es un par de nodos o terminales en un sistema mecanico que sufre
la presencia de fuerzas F' igual u opuesta y posteriormente, causan una velocidad relativa
v. Alternativamente, se puede aplicar una velocidad que resulta en una fuerza. El diagrama
de cuerpo libre de la configuracion mecanica de un puerto (dos terminales) se muestra en
la figura [2.5] donde se observa la convencion de signos para la cual una F' positiva brinda
una fuerza de compresion, y una v = vy — vy positiva (ve > v1), corresponde a los nodos que
se mueven juntos. El producto de F' y v tienen unidades de potencia W y se denomina par
fuerza-velocidad. Sin embargo, no es necesario que ninguna de las terminales en un puerto

estén conectadas a tierra.

F Red F
'L Mecanica 'L
U9 n

Figura 2.5: Diagrama de cuerpo libre de un elemento mecéanico de un puerto con par fuerza-
velocidad [46].
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En la tabla2.1]se muestran las analogias entre fuerza corriente, a veces llamada movilidad

en elementos mecanicos y eléctricos.

Sistema mecanico Equivalencia Sistema eléctrico
Fuerza — Corriente
Velocidad > Voltaje
Tierra mecanica — Tierra eléctrica
Resorte — Inductor
Amortiguador > Resistencia
Energia cinética ~ Energia eléctrica
Energia potencial Energia magnética
Palanca > Transformador
Velocidad en el punto cero — Potencial en el punto cero

Tabla 2.1: Analogia fuerza-corriente entre sistema mecénico y eléctrico.

La correspondencia entre la masa-capacitor (o condensador) se omite de la lista anterior
porque una terminal del elemento de masa es una tierra mecénica, a lo que lleva que la

ecuacion es analoga a la del capacitor, pero no es tan general [46].

2.6. Inersor

El inersor es un dispositivo mecénico novedoso propuesto por el profesor Malcolm C.
Smith de la Universidad de Cambridge, el cual lo define como: un dispositivo mecdinico de
dos terminales (o dos nodos) con la propiedad de que su fuerza generada es directamente
proporcional al producto de su constante de inertancia por la diferencia de aceleraciones de

sus terminales. [40).

En la figura [2.6) se observa el simbolo del inersor.
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r - s F
- -
V2 b Vi

Figura 2.6: Simbolo del inersor [9)].

En cuanto a la fuerza desarrollada por el inersor se cuantifica con la siguiente ecuacion

2.3 con (vy > v1) [9] :
F = b(vg — ) (2.3)

Donde, (05 — 1) es la diferencia de aceleraciones de las terminales y la constante de
proporcionalidad b es nombrada como inertancia y tiene unidades de kilogramos (masa). La

energia almacenada por el inersor se puede calcular con la siguiente ecuacion:

d
Elnersor - 5(”2 - U1>2 (24)

donde, d es el didmetro equivalente del sistema de transmision del inersor y (v — v1) es la

diferencia de velocidades de las terminales del inersor.

La situacion que llevd a implementar y proponer el inersor fue la incompleta analogia
entre fuerza-corriente en los sistemas mecénicos y eléctricos. En la literatura se identifica
que entre los sistemas mecéanicos y eléctricos tienen dindmicas similares, en la figura [2.7] se

muestra detalladamente las analogias.

Posteriormente, el resorte y el amortiguador son comparados con el inductor y la resis-
tencia, respectivamente. Para el capacitor eléctrico, inicialmente se comparaba con la masa
mecanica, sin embargo, la segunda ley de Newton estipula que la aceleraciéon de la masa se
mide con respecto a un punto fijo, a lo que lleva que la masa no es un elemento de dos nodos,

por la razon, que una de sus terminales es el centro de masa y la otra la tierra mecéanica y
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Mecanico Eléctrico
Farnef v =t | Ly ¥t v =4
[__ I_— 5 ": !'l "
V3 Vi
dE = k(v2—v1) Resorte &=1m-w) Inductor
e F Y(s) = bs | Les - ¥(s) = Cs
L L V2 vy
Va Vi
F= ;,&i_ﬂ Inersor i=C &J:‘—' Capacitor
F i ] i
H '—ﬁk Y(s) =c 4-0—| i—o—- Y(s) =4
Va Vi R
F=c¢c(va—v;) Amortiguador i= r—le[l': -v) Resistencia

Figura 2.7: Nueva analogia entre sistemas mecéanicos y eléctricos [9].

por lo tanto, la masa simula a un capacitor conectado a tierra y por lo tanto se procedi6é a
implementar el inersor. Este dispositivo tiene la particularidad de agregarle masa al sistema
y a modo de comparacion para los otros dispositivos se considera despreciable, ademaés, es

capaz de almacenar energia y proporciona el efecto dindmico de rigidez negativa.

2.6.1. Impedancias mecanicas basadas en inersor

La propuesta del inersor completa la analogia entre configuraciones mecanicas de resorte-
amortiguador-inersor y las configuraciones eléctricas de inductor-resistencia-capacitor, res-
pectivamente. Por lo tanto, gracias a esto se pueden disenar redes mecanicas basadas en

inersor para el control de vibraciones mecénicas.

La impedancia mecéanica Z(s) se define como la relacion entre fuerza y velocidad, co-
mo se presenta a continuacion en la ecuacion (2.5)), notar que se encuentra en el dominio

de la transformada de Laplace. La admitancia mecéanica se define como el reciproco de la
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impedancia mecénica (2.6)).

Z(s) = ;(2) (2.5)
Y(s)=Z(s)™* (2.6)

Ahora bien, si una red de dos terminales tiene impedancia o admitancia real positiva se
trata de una red pasiva [46]. Es relevante mencionar que Smith y Wang [47] estudiaron seis
redes mecanicas basadas en inersor, las cuales se aplicaron en suspensiones respectivamente,
al momento de ser aplicadas se compararon con el tradicional resorte-amortiguador, los
resultados obtenidos mostraron un 10% de mejora en el desempeno contra el absorbedor
tradicional, por lo tanto, el uso de redes mecanicas basadas en inersor cuenta con mayor
eficiencia en términos de confort y mejor conduccion (rendimiento de carga y manipulacion
dindmica).

A continuacion, se describen las seis configuraciones de impedancias mecénicas basadas

en inersor con dos terminales:

C1. Esta conexién consiste en un arreglo en paralelo de un inersor y un amortiguador.

C2. Esta conexién cosiste en serie de un inersor y un amortiguador.

C3. Esta conexién consiste en serie de un resorte, un inersor y un amortiguador.

C4. Esta conexion consiste en paralelo de un resorte y un amortiguador conectados en serie

con un inersor.

C5. Esta conexion consiste en paralelo de un resorte y un inersor conectados en serie con

un amortiguador.

C6. Esta conexion consiste en paralelo de un inersor y un amortiguador conectados en serie

con un resorte.
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Figura 2.8: Impedancias mecéanicas basadas en inersor mas representativas [9] .

Nota: b es la inertancia, ¢ es el coefiente de amortiguamiento y £ es la constante de rigidez

221, [34].

2.6.2. Disenos comunes de inersores

A lo largo del tiempo se han disenado diferentes prototipos de inersores los cuales comiin-
mente se integran con mecanismos, estos pueden ser: mecanicos, hidraulicos, electromagné-
ticos, entre otros. A continuacion, se hablara de los disenos mas comunes que se encontraron

en la literatura.
Inersor tipo husillo de bolas.

Este inersor esta integrado principalmente por: husillo de bolas (tornillo de bolas), tuerca
de bolas, cojinete radial, una carcasa y un volante de inercia. Este dispositivo transforma el

movimiento lineal de sus terminales a movimiento rotativo, el cual se transfiere al volante
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por medio del tornillo de bolas. Idealmente la inertancia se calcula con b = (27/1)*I, donde
I es el momento de inercia del volante y [ es la longitud del husillo de bolas.

Tuerca de bola

Terminal 2

Volante de inercia Cojinete

Carcasa

Figura 2.9: Dibujo esquematico del inersor husillo de bolas [32].

Inersor tipo pinon-cremallera.

Este inersor esta integrado principalmente por: una cremallera, pinén, engranes, un vo-
lante de inercia y una carcasa. Su funcionamiento consiste en que la cremallera se desliza en
la carcasa y por lo tanto, se vence la inercia del volante de inercia por medio de los engranes
y pifiones. La inertancia se obtiene con b = n*I, donde I es el momento de inercia y 1 es la
relacion de engranajes. En la figura [2.10 se muestra un diseno de inersor pinén cremallera

propuesto por Papageorgiou [32].

Figura 2.10: Prototipo de un inersor pinén cremallera [32].

Inersor hidraulico.

Un inersor hidraulico impulsa el volante de inercia por medio de un mecanismo hidréaulico,

que estd conformado por un motor hidraulico, un cilindro, un pistéon, volante y tubos de
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conexion. En la figura se observa el inersor hidraulico y con la siguiente ecuacion b =
(A/D)?I se calcula la inertancia b, donde A es el area anular del cilindro, D es el paso del

motor, y por ultimo I es el momento de inercia [49].

A Volante de inercia

Piston

Terminal 1 Terminal 2

Cilindro

Figura 2.11: Esquema de un inersor hidraulico [49).

Inersor hidraulico basado en canal helicoidal.

El inersor hidraulico basado en canal helicoidal tiene como elementos principales: un
pistén, un cilindro, y un canal helicoidal. El movimiento del piston dentro del cilindro provoca
una diferencia de presion entre las dos camaras y por lo tanto, el fluido circula a través del
canal helicoidal. La inertancia se calcula con b = I;,p(A3/A;), donde I, es la longitud del
canal helicoidal, p es la densidad del fluido, A; es el area anular del cilindro y As es el area

transversal del canal helicoidal [52].

Canal helicoidal

O

Fluido

—O

Terminal 1

Cilindro

Figura 2.12: Dibujo esquemético de un inersor hidraulico helicoidal [52].
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Inersor electromagnético.

El inersor electromagnético consta de un devanado de bobina, una varilla magnética y
un capacitor. Cuando la varilla magnética se mueve a través del devanado por terminales, se
genera un voltaje eléctrico debido al cambio del flujo magnético, posteriormente, se obtiene
una fuerza resistente por el campo magnético opuesto por la corriente que fluye por la bobina.
La inertancia se obtiene con b = (Bl)*C,, donde Bl es el coeficiente de acoplamiento y C, la

capacitancia, en la figura se muestra el esquema de un inersor electromagnético [56].

Resistencia

Capacitor

Varilla magnética /OO0

\ Inductor
\\ Terminal 2

Terminal 1 /

Devanado de bobina

Figura 2.13: Esquema de un inersor electromagnético [56].

2.6.3. Aplicaciones del inersor

Las aplicaciones automotrices son las mas relevantes del inersor, ya que ha demostra-
do tener un alto rendimiento dinamico y capacidad de amortiguamiento. Posteriormente, el
profesor Smith fue quien dio origen a este dispositivo por el motivo de mejorar el desempeno
dinamico de las suspensiones de vehiculos de la Formula 1, MacLaren implement6 este dis-
positivo a su automoévil y gracias a este obtuvieron la victoria en el Gran Premio de Espana

en 2005 [10].

Asimismo, en las motocicletas de alto rendimiento se le sustituyo el amortiguador de una
direccion convencional por una red mecanica compuesta por: un resorte, un amortiguador y

un inersor (ver figura [2.15), donde demostraron un mayor rendimiento y mejor conduccion
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Figura 2.14: Kimi Raikkonen en el Gran Premio de Espana 2005 conduciendo el McLaren
MP4-20 que lo llevo a la victoria empleando un inersor. Foto de LAT Photographic [10].

a altas velocidades [14].

o

e U

k

Figura 2.15: Red mecénica implementada en la direccion de una motocicleta de alto rendi-

miento [14].

Wang et al. [53], aplicaron inersores en la suspension de trenes, donde observaron que las
estructuras fijas mejoran el indice de comodidad del pasajero y concluyeron que el inersor
mejora el desempeno general del sistema. Por otra parte, se ha demostrado que el inersor
brinda un gran desempeno en atenuacioén de vibracion aleatoria en edificios, causados por
alguna excitacion externa tales como viento, sismos y terremotos. Takewaki et al. [50], im-
plementaron inersores en los aisladores de vibraciéon y obtuvieron resultados de rendimiento
superiores que los aisladores tradicionales, donde pueden reducir el desplazamiento, acelera-

cion absoluta y desplazamiento de la base.
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CAPITULO 3

MARCO TEORICO

3.1. Resorte

El resorte es uno de los componentes que constituyen a un sistema vibratorio, que tiene
como caracteristica principal, que cuando se desplaza del equilibrio, proporciona fuerzas que
tratan de restaurar el equilibrio del sistema y comiinmente esta peculiaridad se debe a la
elasticidad. La mayoria de los dispositivos elasticos almacenan energia potencial de modo que
vayan aumentando los desplazamientos y liberan energia potencial a medida que disminuyen
los desplazamientos. El resorte helicoidal es el tipo de resorte méas representativo en sistemas

vibratorios [35].

Figura 3.1: Resorte helicoidal.
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Generalmente, la masa de los resortes se considera nula, por lo tanto, la fuerza F; de un
nodo 1 del resorte debe equilibrarse con una fuerza F; que se ejerce en el nodo 2. En la figura
se observa que el resorte esta sometido a una fuerza Fy, donde provoca un alargamiento

0, el cual es igual a la diferencia de los desplazamientos x5 v 7.

— —

F, Fe

Figura 3.2: Resorte sometido a fuerza de tension.

En la figura [3.3| se presenta una grafica tipica de una funciéon de alargamiento 4, el cual
muestra un rango lineal en § donde es proporcional a F'y la constante de rigidez K es igual

a la pendiente. La relacion entre 'y § en un rango lineal se representa como [29]

Fy
Pendiente K .= -
S
.4
0 (S=X2—JC1
7\
¢ C+dl
g ~— Rango lineal — —>

Figura 3.3: Grafica fuerza contra alargamiento [29].

La constante de rigidez de un resorte se relaciona directamente con sus propiedades

geométricas y del material. Cuando un sistema se compone por varios resortes conectados
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en serie o en paralelo, la rigidez equivalente se determina de acuerdo a lo siguiente [42]:

Conexion en serie:

Figura 3.4: Arreglo en serie.

1
Keg= 11 (3.2)
TR
Conexién en paralelo:
k1
a b
kZ
Figura 3.5: Arreglo en paralelo.
Keq - k’l —|— kg (33)

3.2. Amortiguamiento

Cuando existe un sistema masa-resorte, por lo general se obtiene una respuesta vibra-
toria indefinida. Por ello, anadiendo un amortiguador en términos de ci(t) en la ecuacion
de movimiento, se obtiene una respuesta oscilatoria que decaera en el tiempo, esto se le co-
noce como amortiguamiento. El amortiguador viscoso, es el mas representativo en sistemas
vibratorios. Este dispositivo representa un modelo fisico para disipar energia y, por lo tanto,
amortigua las oscilaciones de un sistema mecénico. En el caso del amortiguador viscoso, su
funcionamiento principal depende del desplazamiento de un pistén agujereado dentro de un

cilindro lleno de aceite o algtn otro fluido viscoso que sea capaz de entrar en los orificios del
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piston, luego, de acuerdo con el movimiento de traslacion del piston el fluido pasa a través

de él y finalmente se encuentra al otro lado del piston.

\

| X

ALNRRRNNRNNNY

—

Figura 3.6: Amortiguador viscoso (piston y cilindro) [43].

De igual manera que el resorte, la masa del amortiguador se considera despreciable, a lo
que lleva que ambas fuerzas de los extremos deben equilibrarse. Cuando el piston se desliza
en el cilindro a causa de una fuerza, se provoca un corte al fluido viscoso, en la grafica de
fuerza contra diferencia de velocidades de la figura [3.7] se observa que el corte del fluido es

lineal, donde & = 2y — 77 es la separacion total de velocidades de los puntos finales [29].
Fd

Pendiente = ¢

™

8 = X:j_)'—i']
0 -

Figura 3.7: Grafica fuerza contra separacion de velocidad.

La fuerza de amortiguamiento suele ser proporcional a la separaciéon de velocidad

F =cb = c(dy — 1) (3.4)

donde c es el coeficiente de amortiguamiento con dimensiones (fuerza)(tiempo)/(longitud).
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3.3. Elemento masa o lnercia

Para el elemento masa o inercia se supone como un cuerpo rigido el cual puede ganar o
perder energia cinética al cambiar su velocidad. Para el caso de una particula de masa m que
tiene un movimiento traslacional en direccion z, se tiene que la fuerza F' aplicada es igual al

producto de la masa por la aceleracion

F, = ma, = mi (3.5)

lo anterior se debe a la segunda ley de movimiento de Newton [42]. Para estudiar las

m S

Figura 3.8: Masa bajo efecto por una fuerza [42].

intervenciones energéticas de la masa como un elemento, se procede a considerar la siguiente

ecuaciéon:

1
T = ~mi? (3.6)
2

se observa que cuando existe una velocidad, en este caso traslacional en x, a medida que
va aumentando se almacena energia cinética, sin embargo, cuando disminuye la velocidad se

pierde energia cinética.
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3.4. Excitaciéon armonica

La ecuacion que rige el movimiento de un sistema masa-resorte amortiguado lineal con

excitacién armonica, esta dado por:

MegE + Ceq® + ket = Fey(t) (3.7)

donde My, Ceq ¥ keq, €s la masa equivalente, el coeficiente de amortiguamiento equivalente y
la rigidez equivalente, respectivamente. Por otra parte, Fi,(t) representa la fuerza de entrada

armonica al sistema [13].

Un movimiento oscilatorio puede repetirse con regularidad como por ejemplo en el caso
de una maquina en funcionamiento o el movimiento de la tierra en el caso de un sismo. Si
este movimiento es repetitivo en lapsos de tiempo iguales, se le conoce como movimiento
periddico y el tipo méas simple de este es el movimiento armonico [36]. Las funciones de seno
y coseno son las representaciones matematicas mas comunes de las fuerzas armonicas. Esta
fuerza de perturbacion externa es la mas usada para actuar en un sistema, en la figura (3.9
se ilustran los diferentes tipos de movimientos periddicos, los cuales producen vibraciones

forzadas a mecanismos o estructuras.

- T - fe— T — -~ T —

Figura 3.9: Tres ejemplos de excitaciones periodicas comunes [25].

Anteriormente, se hablé que las funciones seno y coseno son las representaciones més

comunes de las fuerzas armoénicas, sin embargo, si tomamos una fuerza de excitaciéon armonica
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compleja, se representa de la siguiente manera:
Fpe'™* (3.8)

donde 7 es la unidad imaginaria, Fy representa la magnitud o amplitud maxima, w representa
la frecuencia denominada también como frecuencia de entrada o frecuencia de excitacién o

frecuencia de funcionamiento y unidades de rad/s.

3.5. Formulismo de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de movimiento de algin sistema mecénico se pueden desarrollar por medio
de las leyes de Newton, sin embargo, este formulismo tiene el inconveniente de usar de forma
vectorial sus variables, por lo tanto, complica el anilisis de un diseno que tiene miltiples
grados de libertad. En este caso es conveniente aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange,
debido a que este formulismo es de modo escalar ya que se basa en condiciones puramente
energéticas. Luego, se apoya en el concepto de coordenadas generalizadas, las cuales explican

la dindmica del sistema.

3.5.1. Principio de Hamilton

Este principio estipula que la retroalimentacién de un sistema se puede obtener al mini-
mizar una integral s, conocida como integral de accion, la cual se define como la integral de

una funcion lagrangiana £, donde es desconocida en dos intervalos de tiempo [33]:
to
5 = / cai (3.9)
t1

donde L(z;(t),2;(t),t) = 0, tal que z; son las coordenadas generalizadas y #; son las

velocidades generalizadas. A continuacion, la siguiente ecuaciéon es denominada integral de
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accion:

5= /t2£(xi(t),:c'l-(t),t)dt (3.10)

1

y finalmente, la ecuacion son las ecuaciones de Lagrange

doL oL

(3.11)

3.5.2. Lagrangiano con ecuaciones de Newton

Como se menciond anteriormente, estas ecuaciones tienen la ventaja de trabajar con
variables escalares, ahora bien, en la mecénica clasica, el lagrangiano de un sistema se iguala
a la diferencia entre la energia cinética T' y la potencial U. En la literatura se dice que la
energia es la capacidad de realizar un trabajo. Entonces, la energia cinética de una particula

de masa m moviéndose con una velocidad v es un escalar positivo [6]
T = (a(t), (1)) (3.12)

el movimiento del cuerpo que puede ser traslacional o rotacional esta en funcion de la posicion

o velocidad.

Por otro lado, la energia potencial se debe a las fuerzas conservativas como las producidas

por la gravedad o resortes, esta energia esta en funcion de la posicion:

U = (2(t)) (3.13)

de la ecuacion sustituimos la siguiente expresion £ =T — U y se obtienen las siguientes

ecuaciones de moviento para sistemas conservativos:

doT 9T | U _

0 (3.14)
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3.5.3. Funcioén disipativa de Rayleigh

Para sistemas no conservativos tales como el amortiguador viscoso, se utiliza la funcion
de disipacion de Rayleigh. Esta funcion asume que las fuerzas de amortiguamiento son pro-
porcionales a la velocidad [29], por lo tanto, para hallar las ecuaciones de movimiento de un

sistema mecénico con friccion se usan las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange:

49T 9T oU 8D
dio5 oz, om on L (3.15)

donde: 7 = 1,2, ...,n es el nimero de coordenadas generalizadas, F; son las fuerzas no conser-
vativas generalizadas, D es la funcién de velocidades generalizadas. Por tdltimo en términos

del lagragiano se tiene lo siguiente:

doc oL oD _

F; (3.16)

3.5.4. Modelado matematico de un absorbedor dindmico de vibra-

cion tradicional (DVA).

En la figura se muestra el sistema al cual se le realiz6 un modelado Lagrangiano,

primeramente se defini6 la funcién lagrangiana y la disipativa:

L. I 1 1

L= §M5x82 + §m1:1:12 — 5 Sl’? — 5]{31(371 — x5)2 (317)
1

Dzécmm—@f (3.18)

En el modelo se tienen dos coordenadas generalizadas, por lo tanto, se tiene el siguiente

sistema no conservativo:
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M, B

SSS S SS

Figura 3.10: Modelo de un absorbedor dinamico de vibracion tradicional.

i(@ﬁ)_8£+8D:f<t)
dt \ 0% Oxs 0
i(aﬁ)_8£+8D_O
dt \ 021 Or; 0%

Ahora, de la ecuaciones (3.17) y (3.18) se aplica la metodologia lagrangiana. Para la

coordenada generalizada x4 se tiene lo siguiente:

d (0L )
dt (aqfs) = M,

oL

axs = _sts + kl(ml - xs)
oD . .

oz, ~ 1@ =)

de las ecuaciones anteriores se obtiene la siguiente EDO:

Msl.:s - Cl(rl - {L's) + Ksl's - kl(xl - xs) - f(t)

Ahora, para la coordenada generalizada x1, se tiene lo siguiente:

(3.19)
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d (oLN _ .
dt \ oz, ) ~ M

oL

0_1'1 = —k1($1 - xs)
oD ) .
0_x'1 = Cl(% - xs)

de igual manera, de las ecuaciones anteriores se construye la siguiente EDO:

mydy + Cy (2 — @) + ki(xg —x5) =0 (3.20)

por ultimo, de las ecuaciones (3.19) y (3.20) obtenemos las ecuaciones de movimiento del

sistema:

Msi:s - Cl(x.l - l’s) + sts - kl(xl - xs) - f(t)

mlzt'l + Cl(fl — (L’S) + 1{71(1'1 — ZES) = O

3.6. Transformada de Laplace

En la literatura de célculo se dice que la derivacion e integracion son transformadas, lo que
significa que estas metodologias transforman funciones a otras. La transformada de Laplace
es un método que con sus propiedades transforma una ecuacion diferencial ordinaria a una
ecuacion algebraica. La ecuacion algebraica se resuelve mas facilmente para encontrar la
transformada de solucién, esta transformada se invierte mediante el uso de reglas o tablas de
transformaciones conocidas. Esta técnica es 1til para determinar la respuesta de un sistema

sometido a cualquier fuerza de excitacion, como periodicas o no periodicas [25].

Por definicién, la trasformada de Laplace de una funcion f(t) esta dado por:

CLF(8)} = F(s) = / T ft)eat (3.21)

La variable s es un namero complejo [58]. Ademas, este método tiene la ventaja de trasformar
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diferenciaciones en multiplicaciones

LLf(0)} = sF(s) - £(0) (3.22)
LLf(t)} = sF(s) — sF(s) — (0) (3.23)

En la tabla se muestran algunas transformadas de Laplace mas empleadas para condiciones

iniciales iguales a cero.

F(s) f(t)
1 4(0) impulso unitario
1 1, escalon unitario ®(t)
Wl(s—&—b) ﬁ(e‘“t o e—bt)
s;i’;% sen wyt
ﬁ Cos wpl

1

pCETy é(l—cos Wt)

; L 7<wnt - o 2
T € sen wyt, ( <1, wg = wpV/1—C

2

ey | L 22e % sen(wat + ), ¢ =cosI(, ¢ <1
ezm (1 —enh)
e P (e fwnt — 1)
e 5t —a)
F(s—a) e f(t), t >0
e " F(s) flt—a)®(t — a)

Tabla 3.1: Transformada de Laplace de funciones usuales en el adrea de vibraciones.
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3.7. Identificacion algebraica

En el area de identificacién se obtienen modelos con precision para asi conocer ciertas
propiedades dinamicas de algin sistema. En la literatura, se encontraron un gran nimero
de metodologias de identificacion clasicas, las cuales utilizan el criterio de minimizar el error
para ajustar los datos del modelo. Donde pueden ser empleados en el dominio de la frecuencia

o del tiempo [45].

Por otro lado, no hace mucho se desarrolld una nueva técnica de identificacién, que en
comparacion de las técnicas clésicas de identificacion, se centra en el algebra diferencial y
calculo operacional para asi llegar a una serie de estimadores, que permiten la determina-
cion de parametros fisicos desconocidos de un sistema a partir de su modelo matemaético.
Los estimadores se realizan en linea y en tiempo continuo. Una de las caracteristicas de la
identificacion algebraica, es proporcionar relaciones de identificaciéon completamente inde-
pendientes de las condiciones iniciales del sistema. Ademas, este método presenta buenas
propiedades de robustez con respecto a una gran variedad de perturbaciones como: incerti-

dumbres paramétricas, dindmicas no modeladas y ruido [44], [19], [16], [51].

3.7.1. Base matemaéatica

Los fundamentos matemaéticos de la identificacion algebraica pueden ser muy complejos,

sin embargo, la implementacion de esta técnica es bastante sencilla.
Para sistemas lineales.

Sea k el campo de los niimeros reales y /o complejos. Se define K como la extension alge-
braica finita del campo k(©) generado por el conjunto finito © = (64, ...,6,) de parametros

desconocidos. Considere el anillo K [%] de operadores diferenciales con coeficientes en k:

v

d
v 7,0 Cv K 24
Z Cogrgs Cu € (3.24)

finito
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Se supone que los parametros son constantes, es decir, % =0, ¢2=1,...,r. Por lo tanto, K[%]
es un dominio de ideales principales conmutativos. Los anillos de operadores diferenciales
lineales también pueden ser nombrados anillos diferenciales. Se toma un conjunto finito

de perturbaciones o indeterminaciones, tal que (yi,...,¥n), en asociacion con un anillo de

operadores lineales diferenciales.

Estas indeterminaciones representan las variables que describen, en el dominio del tiem-
po, las senales de donde se obtienen los parametros desconocidos. La forma mas general en
que los parametros pueden aparecer en los coeficientes de una expresion diferencial incluyen
expresiones algebraicas involucrando sumas, multiplicaciones, raices, etc., de tales pardme-
tros. Resumiendo lo anterior, las expresiones de los paradmetros provienen de las soluciones

de las ecuaciones algebraicas que envuelven los parametros desconocidos.

Sea S/K una extension algebraica de dimension finita, donde una senal es un elemento de
S. Sea L/K una expresion algebraica diferencial y N un subconjunto de L. El sobre-campo

diferencial k generado por N se describe tal que k < N >.
Identificable.

El conjunto de © de parametros desconocidos se dice ser algebraicamente identificable si
y s6lo si cualquier componente de © es algebraico sobre k < ¢,y >. Se dice ser linealmente

identificable si y soélo si:

01
P ( : ) =@ (3.25)
donde:

= Py () son matricesr x ry r x 1.
= Las entradas de P y () pertenecen al rangoK[di](l,y) .
t

» det(P) # 0.
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Donde el rangoK[di](l, y) es el conjunto de todas las combinaciones lineales de (1,41, ..., Ym),
t
es decir Dy -1 + 221 D;y;. Los coeficientes D; pertenecen a K%. Por lo tanto, D; es un

operador diferencial de la forma:

- (Zeontt) & 5.26)
Zﬁjzo b t! at’ .

j=i

con ay j, b ; € K [17].

3.7.2. Metodologia algebraica

1. Se aplica la trasformada de Laplace a la ecuacion diferencial de un modelo y luego se

reordena como un polinomio en s.

2. Para que el sistema sea independiente de las condiciones iniciales se deriva tantas veces

sea necesario para eliminar las condiciones iniciales.

3. Dividir la ecuacion independiente de las condiciones iniciales por una potencia de s

para evitar las derivadas.

4. Realizar la transformacion inversa de la ecuaciéon resultante, devolviéndola al dominio
del tiempo: P-© = Q donde © = (01, ...,0,)T es el conjunto de los pardmetros desco-
nocidos, P y () son, respectivamente, matrices rxr y rx1 cuyas entradas pertenecen al

espacio vectorial generado kt, %}(u, Y).

5. Despejar el parametro desconocido.
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3.7.3. Modelo matematico para la identificacién de los parametros

de un absorbedor dindmico de vibracion tradicional.

El objetivo principal del identificador algebraico propuesto, es encontrar los parametros
del absorbedor de vibraciones tales como: coeficiente de rigidez, coeficiente de amortigua-
miento y la masa principal y secundaria del sistema DVA. Para el desarrollo del modelo del
identificador, se toman las ecuaciones de movimiento del DVA obtenidas en la subseccion

3.5.4

Msili'.s — Cl(l:l — SIZ'S) + Ksill's — kl(l’l — ZES) = f(t) (327)

my@y + Cy (21 — ) + ki(zy —2,) =0 (3.28)

Asimismo, se considera que los valores de las posiciones se conocen (respuesta vibratoria)
y por lo tanto, esta disponible como dato de entrada para usarse en la identificacion del

sistema.

Para el analisis, primeramente, se toma la ecuacion (3.27) del sistema de EDO’s y se le

aplica la transformada de Laplace:
LLF'(t)} = sf(s) — F(0)
L{F'(t)} = s*f(s) — sF(0) — F'(0)

y se tiene lo siguiente:

M, {5°X(s) — szs(0) — 2,(0)} — C1 {s(Xi(s) — Xs(s)) — (21(0) — 25(0)) } +

+ K Xo(s) = ki {Xu(s) = Xi(s)} = f(s)

A continuacion, como la ecuacion es de segundo orden y se tienen dos condiciones de frontera

se procede a derivar dos veces:

Primera derivada:
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M, {2sXs<s> + szd%xs(s) - xs(to>} -G {(X1<s> — Xi(s)) + s%(?ﬁ(s) - Xs<8>>} +

K Ex0 - {000 - x6) = L1060 (3.29)
Segunda derivada:

M, {2X5(5> + 43%)(5(5) + SQ%XS(S)} _q {2%()(1(5) ~ X)) + sd?(xl(s) _ Xs(s))}

i Ex | - {006 - ) = e (3.30)

Posteriormente, ya con las condiciones iniciales canceladas se multiplica (3.30) por s~

d d
M, < 252X 4571 —X —X —
Lo e i+ S}

Ch {252(%()(1(5) — X,(s)) + slj—;(Xl(s) - Xs(s))} +

d? d?
) —2
O R e O O | R Y C B CE
luego, se aplica la transformada inversa de Laplace de la derivada

) = £ { s | = v

y, ademas, la transformada inversa de Laplace del cociente por s tiene la forma de integracion

L {@} = /Ot F(u)du

por lo tanto, se aplican estas dos transformadas a la ecuacion (3.31) para obtener la expresion

de F(t) desde 0 a t,
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en el dominio del tiempo:

MS{Z/QxS(t) —4/tms(t) +t2ms(t)} - {—2/275(3:1(75) — x,(t)) +/t2(m1(t) —xs(t))}
+ K, {/2 thS(t)} —ky {/2 t2(z1(t) — :Es(t))} = /2 2 f(t) (3.32)

Nota: En la ecuacion (3.32) aparecen integrales iteradas en el tiempo y su notacion es la

/ / / / o) — 1) 2(0;)d(;)...d(o)

Ahora bien, los parametros a identificar son: M, C1, K,y ki y solo se tiene una ecuacion,

stguiente:

asi que es necesario integrar tres veces la ecuacion (3.32) con respecto al tiempo, para asi

obtener el mismo nimero de ecuaciones que de incognitas:

MS{2/3x5(t)—4/2txs(t)+/t2x5(t)}—
a{2 [ttt - nen + [ e -vin}+ i [ o} -
w{ [ @ -} = [ e (33

Ms{2/4;55(75)—4/3tx5(t)+/2t2935(t)}—
o {—2/4t(931(t) —:Us(t))—i—/gtz(xl(t) —:L's(t))} +K5{/4t2355(t)}—
o () - iy} = [ " r) (3:34)
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MS{2/5:55(75)—4/4tx5(t)+/3t2935(t)}—
o {—2/5t(:p1(t) —:vs(t))+/4t2(:£1(t) —xs(t))} +KS{/5t2xS(t)}—
h{fF@ﬁ%ﬂam}zsz@ (3.35)

Las ecuaciones (3.32), (3.33), (3.34) y (3.35) conducen a un sistema de ecuaciones simultaneas

de la forma:

P(£)0 = Q(t) (3.36)

de modo que © = {MS, C1, K, kl}T muestra el vector de parametros a identificar y P(t),

Q(t) son matrices de 4 x 4 y 4 x 1, respectivamente, las cuales estan dadas:

ant) an(t) aslt) ault) (1,(1)]

P(t) _ a921 (t) a22<t) a23<t) a24(t) ’Q(t) _ bg(t) (337)
asy (t) CZ32<2€) a33<t) a34(t) bg(t)
aq1 (t) a49 (t) a43(t) a44(t) L b4(t) J

cuyas componentes estan en funcion del tiempo:

ay(t) = 2/2 z4(t) —4/txs(t) + t22,4(t)

o (1) :2/3335@)—4/2tms(t)+/t2xs(t)
as (1) :2/4xs(t)—4/3t:ts(t)+/2t2xs(t)
/

() — 4/4tms(t) + /3 Pay(t)

adwzﬁ/zuﬁ%wﬂn+/ﬂm®—%®)
/

Q41 (t) =2

3

tar() = 2u(0) + [ Eai(t) = a(0)

&Qg(t) = -2
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ass(t) = —2/ t(z1(t) — z4(t)) +
ag(t) = —2/ t(w1(t) — x4(t)) +

a3(t) = /2
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En la ecuacion (3.36) se define que el vector de pardmetros {©} es algebraicamente identifi-
cable, si y s6lo si se cumple la condicion det[P(t)] # 0. En general esta condicion se mantiene
al menos en un pequeno intervalo de tiempo (to, tp + €), donde € es un valor positivo y sufi-
cientemente pequeno. De la solucion de la ecuacion (3.36) se obtiene el identificador de los

parametros desconocidos.
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Vit € (Lo, to + €)

De igual manera, se realiza el proceso para la ecuacion diferencial ordinaria de movimiento
(3.28), como el desarrollo del identificador es similar al antes ya explicado, se omiten algunos
pasos. En la ecuaciéon (3.38) se muestra la expresion en el dominio del tiempo de (3.28) ya

con los tratamientos matemaéaticos adecuados:

ml{2/291;1(1%)—4/tm1(t)—|—t2x1(t)} +Cl{—2/2t(x1(t)—:z:s(t))+/t2(x1(t)—xs(t))}

~ _p { / R (t) - xsa))} (3.38)

Es importante destacar, que en esta ecuacion no se tiene una sefial de entrada f(t), sin em-
bargo, k; se identifico anteriormente, por lo tanto, se toma como dato de entrada. Entonces,
se tiene una ecuacion con dos incognitas, por lo que es necesario integrar una vez la ecuaciéon

(3.38) con respecto al tiempo, para obtener un sistema de ecuaciones lineales determinadas:

my {2/3 xq(t) — 4/2 tzy(t) + /t2x1(t)} +Cy {—2 /Bt(xl(t) —x5(t)) + /2 (21 (t) — :vs(t))}

= —k {/3 t2(x1(t) — xs(t))} (3.39)

De igual manera las ecuaciones (3.38) y (3.39) conducen a un sistema de ecuaciones de la

forma (3.36), donde el vector de parametros a identificar se denota como: © = {ml, Cl}T, y
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P(t), Q(t) son matrices de 2 x 2 y 2 x 1, las cuales estan dadas por:

P(t) = qﬁ)aﬂ”,@@::dﬁ) (3.40)

Co1 (t) Co2 (t) dg (t)

cuyas componentes estin en funcion del tiempo:

qﬂwzz/zmw_4/muo+ﬁm@)
@ngz/ZMw—4/2M@yg/ﬁm@

cult) =2 t(t) — (1) + [ o) - w0
ealt) = 2 [ 1) )+ [ @0 ~20)
40 = [ P - n0)

aft) = [ P (a(t) - 2a(1)

De la solucion del sistema se obtiene el identificador de los parametros desconocidos:

At
@ﬂ(m

CAo(t)
det[ (t)]

my; =
Vt € (to,to + 6)

~+~

i =

3.7.4. Resultados de simulacién del sistema DVA

Se hace uso de MATLAB /Simulink”™ para programar las ecuaciones para las soluciones
numéricas, Runge-Kutta es el método numérico seleccionado y el paso de integracion es
de 0.1s. Para la fuerza de entrada se aplica una excitacion armonica de la forma f(t) =

10000sen(90t), la sefial se observa en la figura [3.11]
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4
15 e T T T T
1l
0.5 a
z, i
w
-0.5 .
A -
15 | 1 | | | | | 1 |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

tiempo (s)

Figura 3.11: Senal de fuerza de entrada f(¢) tipo armoénica.

Posteriormente, el sistema fue excitado por la fuerza ya antes mencionada, en las figuras

y se observa los desplazamientos obtenidos del DVA. En la tabla se muestran

Desplazamiento de x_

0.1
0.05 ‘ I‘
E
»” I
-0.05 - l
-0.1
015 \ \ I \ I \ I \
0 0.5 1 1.5 2 2.5 35 4 4.5 5
tiempo (s)
Figura 3.12: Desplazamiento de la coordenada z;.
Desplazamiento de X,
0.01 T T
Posicion X,
0.005
E
-
-0.005 -
-0.01 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3.5 4 4.5 5
tiempo (s)

Figura 3.13: Desplazamiento de la coordenada z;.

los parametros a aplicar en la solucion del sistema, notar que estos valores se obtuvieron en
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[8]. En las figuras [3.14] [3.15] [3.16] [3.17] [3.18| se muestran los resultados de simulacién de

Parametro

Valor

Ch

28.85 kg

216.75 kg

184000 N
m

N
21700 —
m

N.
1200 2
m

Tabla 3.2: Parametros de una suspension pasiva de un cuarto de automovil [§].

la identificacion de parametros (M, mq, Cy, K,y ki) del DVA, para la realizacion de esta

técnica es necesario la mediciéon de las posiciones del absorbedor. Notar, que la identificacion

de los parametros es casi instantanea.

Identificacion Algebraica de la masa MS

50 T

0 0.01 0.02 0.03 0.04

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
tiempo (s)

Figura 3.14: Identificacién algebraica del parametro de la masa M;.

0.1
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Identificacion Algebraica de la masa m,
400 T T T T

Identificador m i

300 - =

mlkg

100 - B

-100 ! | ! ! !
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

tiempo (s)

Figura 3.15: Identificacion algebraica del parametro de la masa m;.

Identificacién Algebraica del coeficiente de amortiguamiento C i
2000 T T T T T T

1500 - b

1000 - —

C1 (N*s/m)

500 [~ b

| | | | | | | | 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
tiempo (s)

Figura 3.16: Identificacion algebraica del parametro del coeficiente de amortiguamiento Cf.

<10 Identificacion Algebraica del coeficiente de resorte Ks
T T T T T
3L 4
g 2 :
Z
£ 1
0 4
< | I L L | L I L |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

tiempo (s)

Figura 3.17: Identificacion algebraica del parametro del coeficiente de rigidez K.

o7



Universidad Tecnologica de la Mixteca Capitulo 3. Marco tedrico

10* Identificacion Algebraica del coeficiente de rigidez kI
6 \ \ \ \ \ T

1 ! ! ! ! |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

tiempo (s)

Figura 3.18: Identificacion algebraica del parametro del coeficiente de rigidez k.
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CAPITULO 4

MODELO MATEMATICO

En este capitulo se desarrollaron e implementaron los modelos mateméaticos descritos
dentro del marco teérico a una suspension de un cuarto de automoévil basado en inersor,
cabe mencionar que, en el siguiente apartado so6lo se reporta el desarrollo matematico de la
suspension implementando la red C4, ya que en estudios previos [57] se ha demostrado que
es mas eficiente mitigar vibracion en una suspension en comparacion con las otras dos redes

y ademas el proceso del desarrollo de identificacion es similar.

4.1. Modelo de un cuarto de vehiculo

En esta parte se empieza con un analisis de un modelo pasivo de dos grados de libertad
para representar un cuarto de vehiculo, después, se agrega la red mecanica basada en inersor
C4, figura la cual consiste en una conexiéon en paralelo entre el amortiguador y el resorte

y posteriormente, estos se conectan en serie con un inersor. Es importante senalar que al
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implementar esta configuracion de elementos mecénicos se anade un grado de libertad al
sistema de suspension, por lo tanto se tienen la siguientes coordenadas z1, x2, x5, donde estas
variables representan los desplazamientos verticales del modelo. Y la variable x( representa

el movimiento del terreno que en este caso se tomaré de tipo oscilante.

Empleando el formulismo de Euler-Lagrange, se definen las coordenadas y fuerzas ge-
neralizadas, asimismo se determina la energia disipativa y el Lagrangiano (apartir de las
energias cinética y potencial). Luego, se calculan las derivadas parciales respecto al tiempo.
En el apéndice A se muestra el analisis y el desarrollo matematico completo del modelo.
A continuacion, se observa el sistema de ecuaciones de segundo orden las cuales rigen el

comportamiento dindmico del modelo mostrado en la figura 4.1

muxu + b(xu - xb) + kt(xu - ZE()) + kl(xu - IS) =0 (41)
msts + (25 — Xp) + k(s — xy) + ko(xs — 23) =0 (4.2)
b(sz — xu) + C(:ﬁb — fs) + kQ(xb — IES) =0 (4.3)

o

7 Xo = Asen{wt)

Figura 4.1: Modelo de la suspensién de un cuarto de automévil implementando la impedancia
mecanica C4.
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4.2. Identificacién algebraica

En este apartado, se desarrollan los identificadores de los pardmetros tales como: los
coeficientes de rigidez k; y ks, coeficiente de amortiguamiento ¢, inertancia del inersor b y la
masa mg de la suspension de un cuarto de automévil implementando la red C4. En el caso

de los parametros: m,,, k;, se toman como datos ya establecidos en el modelo.

Para el desarrollo de los estimadores se inicia tomando la ecuaciéon diferencial del sistema

de ecuaciones de movimiento:
My Ty + (T — @) + ke(xy — x0) + k1 (2 —25) =0 (4.4)

ahora, como se muestra en el modelo existe perturbacion en la base la cual es representada
por: xg, siendo una senal de entrada de tipo armonica, asi que, al tener el producto de k;, x
obtenemos la fuerza de resorte Fy = kyxo, por lo tanto despejamos Fy de la ecuacion (4.4),

y se tiene lo siguiente:
My Ty + 0(Ty — T) + ko + k1 (Ty — T5) = Fo (4.5)

luego, se le aplica la transformada de Laplace a la ecuacion y por ende, queda en el dominio

de la frecuencia:

my {8 X (s) — s2,(0) — 2,(0)} 4+ b {s*(Xu(s) — Xp(s)) — s(2u(0) — 2;,(0)) — (£,(0) — 24(0)) }

+ ki Xu(s) + Ky {(Xu(s) = Xo(s)) } = Fols) (4.6)

Posteriormente, se deriva dos veces la expresion resultante respecto a la variable compleja s,
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con esto se cancela la influencia de las condiciones iniciales de la ecuacion (4.6),

2

d 5 d
My {2Xu(8) + 43%Xu(s) + s @Xu(s)} +

2

b {2(Xu(s) — Xy(s)) + 431(Xu(5) — Xy(s)) + szd—(Xu(s) — Xb(s))} +

ds ds?
e { X b {5000 - X0 | = A (4.7

2

Luego, se multiplica a ambos miembros de la ecuacion (4.7) por s—%, esto nos lleva a una

expresion libre de derivadas,

My {25‘2){“(3) + 48_1diqu(S> + j_SQX"(S>} +
-2 —1 d d2
b {25 (Xu(s) — Xp(s)) +4s E(Xu(s) — Xy(s)) + @(Xu(s) — Xb(s))} +
Ky {8_2%Xu(8)} + ky {5_2%()(“(3) - Xs(s))} = S_Q%FO(S) (4.8)

Recordando, la ecuacion (4.8) aiin se encuentra en el dominio de la frecuencia, asi que ahora
la pasamos al dominio del tiempo usando las transformadas inversas de la derivada y del

cociente:

My {2/2%(15) —4/mu(t) —I—t2xu(t)}+

{2 [0~ 20) 4 [ 1(0t0) = @) + (o) - ) )+

K, {/2 t%u(t)} + ky {/2 (2o (t) — xs(t))} = /2 2 Fy(t) (4.9)

Ahora, para determinar los dos parametros desconocidos b y ki, se requiere una ecuaciéon
adicional para poder tener un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas, para ello, se integra

la ecuacion (4.9) y se obtiene otra ecuaciéon variante en el tiempo:
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M {2/3xu(t)—4/2txu(t)+/t2xu(t)}+

b{z/%%@y—%u»—4/ﬂd%@%—m@»+/}%%@»—mﬁn}+

k, {/3 thu(t)} + Ky {/3 t*(wu(t) — xs(t))} = /3 t2Fy(t) (4.10)

despejando los parametros desconocidos se tiene el siguiente sistema de ecuaciones,

k; {/3 tgxu(t)}

las ecuaciones anteriores, conducen a un sistema de ecuaciones simultaneas de la forma:

P(H)0 = Q(1) (4.11)

de modo que © = {b, k;}T muestra el vector de pardmetros a identificar y P(t), Q(t) son

matrices de 2 x 2 y 2 x 1, respectivamente,

py— | @20 oy 2100 (4.12)
921 (t) 929 (t) b2 (t)

63




Universidad Tecnologica de la Mixteca Capitulo 4. Modelo matematico

De la solucion de (4.11) se obtiene el identificador de los parametros desconocidos:

At

_ A
dei[zlzg)] Vt € (to, to + €)
t

" GelP)]

De la misma forma, se realiza el procedimiento para las ecuaciones de movimiento (4.2) y

(4.3), para la identificaciéon de los parametros restantes desconocidos.

Para la ecuacion (4.3), se tiene la siguiente expresion en el dominio del tiempo,

mg {2/2 (1) —4/tms(t) +t2x5(t)} +c{—2/2t(xs(t) — (1)) +/t2(x5(t) —xb(t))} +
b {/2 2 (a.(t) - xu(t))} o {/2 2 (z4(t) — J:b(t))} — 0 (4.13)

ahora bien, se identificara mg y ky de la ecuacion (4.13), asi que se despejan estos parametros
y por lo tanto, los coeficientes ¢ y k1 se toman como datos de entrada y por ende se tiene la

siguiente ecuacion:

ms{2/2xs(t) —4/tsvs(t)+t§(t)} +k‘2{/2t2(%(t) —ﬂfb(t))}

_ C{Q/Qt(:ps(t) ~a(0)) —/tz(ws(t) —xb(t))} s {/QtQ(xs(t) —:):u(t))} (4.14)

Después, se integra una vez la ecuacion (4.14) y de esta manera se tiene dos ecuaciones y

dos incognitas,

mS{Z/SxS(t) —4/2tx5(t)+/t2ms(t)} +k2{/3t2(x5(t) —:cb(t))}

=c {2/3t(x5(t) — (1)) — /2 £ (ws(t) — xb(t))} —ky {/3 £ (ws(t) — xu(t))} (4.15)

asi pues, las ecuaciones (4.14) y (4.15) conducen a un sistema de ecuaciones de la forma
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(4.11), las cuales se muestran a continuacion,

P(t) = cult) ex(t) Q) = (1) (4.16)

Co1 (t) Co2 (t) dg (t)

Vt € (to, to + €)

De modo similar, se realiza el tratamiento matematico para la ecuacion (4.3), que en su caso
particular se identificaran los siguientes parametros: ¢ y ko, a continuaciéon se muestra la

expresion en el dominio del tiempo:

b{z/Q(xu(t) — (1)) —4/t(:cu(t) — (1)) + % (wu(t) — xb(t))} +
c{—2 /2t(:cb(t) — z,(t)) + /tQ(:cb(t) — a:s(t))} + ks {/2 (2 (t) — a;s(t))} =0 (4.17)

En el caso de b se toma como dato de entrada ya que anteriormente ya fue identificado,

entonces, se despejan las variables desconocidas:

¢ {—2 /2 t(xp(t) — 25(t)) + /t2 (23(t) — :Es(t))} + ky {/2 £ (w(t) — a:s<t))}
— {2/2 (2 (t) — (1)) — 4/t(a:u(t) — zp(1)) + £ (2 (t) — mb(t))} (4.18)

de nuevo, en la ecuacion (4.18) se tiene una ecuacion con dos incoégnitas, por lo tanto, para

hallar las soluciones se integra una vez, y se obtiene la ecuacion (4.19):
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c{—?/gt(:pb(t)—ms(t)) +/2t2(x,,(t)—:cs(t))}+k2{/3t2(xb<t>—xs(t))}

- —b{2/3(xu(t) — my(t)) — 4/215(%@) — x(t)) +/t2(a:u<t) - xb(t))} (4.19)

y de esta manera, ya se pueden obtener los parametros desconocidos, asimismo las ecuaciones

de sistema se expresan como:

P(t) = eult) el?) Q) = Ailt) (4.20)

e (t) eanl(t) fa(t)

Finalmente, al solucionar se obtienen los valores de los coeficientes de amortiguamiento ¢ y

de rigidez ks:

_At)
det[ (t)]

A1)
det[ ()]

Vit € (to, t() + 6)
ko =
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CAPITULO 5

RESULTADOS

5.1. Simulaciones

Las siguientes simulaciones numéricas se realizaron mediante el entorno MATLAB-SIMULINK
para las estimaciones de los parametros de una suspension de un cuarto de automovil con

absorbedores de vibracion basados en inersor. El método numérico Runge-Kutta es el utili-

0.2 i

0.1 *

x, (m)

-0.2 -

.0.3 | I I I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tiempo (s)

Figura 5.1: Senal de entrada tipo armonica.
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zado para las soluciones numéricas y ademas se emplea un paso de integracion de 1ms para

las simulaciones de cada red mecanica basada en inersor .

Para solucionar cada modelo fue necesario excitar las entradas con una senal armoénica

(ver figura de la forma:
zo = 0.2 sen(10t) (5.1)

y de esta manera se representa el desplazamiento adquirido en la base del sistema que va de

£0.2m y a una frecuencia de 10rad/s.

5.1.1. Configuraciéon mecanica C4 basada en inersor

Se programaron las ecuaciones (4.1), (4.2) y (4.3), correspondientes al modelo matemaético
de la suspension implementando la impedancia mecénica basada en inersor C4 y las férmulas

para la identificacién de los coeficientes desconocidos.

Posteriormente, en la tabla se muestran los parametros utilizados para el proceso de
identificaciéon, es importante mencionar que estos valores tuvieron su proceso optimizacion

y calculo [57] y por lo tanto se tiene un sistema con elementos correctamente sintonizados.

Parédmetros Valor
b 217 kg
Parametros Valor
N
k 22000 —
1 m M 320 kg
N
Ky 10000 M 45 kg
m
N
N.s ky 190000 —
c 1067 — m
m

Tabla 5.2: Parametros del modelo [57].
Tabla 5.1: Parametros 6ptimos de la sus-

pension basado en inersor con la red C4
[57].
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250

240 - |

180 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (s)

Figura 5.2: Identificador del coeficiente de inertancia b.

2.3

| | 1 | | |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (s)

Figura 5.3: Identificador del coeficiente de rigidez k;.

x10*

, (N/m)

= 0.8 b
0.6 b
04 4

0.2 N

| | | I | |

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (s)

Figura 5.4: Identificador del coeficiente de rigidez ks.

69



Universidad Tecnologica de la Mixteca Capitulo 5. Resultados

1120 T
1100 =
= 1080 i
&
B
=3
© 1060 b
1040 |- ,
1020 1 1 1 1 1 1 | 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tiempo (s)

Figura 5.5: Identificador del coeficiente de amortiguamiento c de la red C4.

350 T T T

340 - 4

330 &

m_, (kg)

310 b

300 |1 7

200 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (s)

Figura 5.6: Identificador de la masa suspendida mg de un cuarto de automovil.

5.1.2. Configuracién mecanica C3 basada en inersor

En la siguiente parte, se emplea la impedancia mecanica C3 basada en inersor a la suspen-
sion de un cuarto de automovil, en el apéndice B se muestran las ecuaciones de movimiento
del modelo y las expresiones correspondientes a los identificadores. En el transcurso de re-
vision de la literatura se obtuvieron los parametros fisicos de los dispositivos que integran
esta red mecdanica, los cuales se muestran en la tabla Adicionalmente, los parametros
de la masa y rigidez del neumético y la masa suspendida se consideran los mismos que se

emplearon en el andlisis de la configuracion mecéanica C4.
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Parametros Valor
b 1016 kg
N
k1 22000 —
m
N
ko 294624 —
m
N .
c 1903 —°
m

Tabla 5.3: Parametros 6ptimos de la suspension basado en inersor con la red C3 [4].

2000 T
1800 -
1600 -
1400 -
1200 -

1000 [

b (kg)

800 [~
600 [~
400 -

200 -

0.1361 0.1362 0.1363 0.1364 0.1365 0.1366 0.1367 0.1368 0.1369

Tiempo (s)

Figura 5.7: Identificador del coeficiente de inertancia b de la red C3.

x10*

0.137

4.5 T

3.5

(%)

k, (N/m)
N
T

1.5

0.5

0 | | | | 1 | | 1 |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Tiempo (s)

Figura 5.8: Identificador del coeficiente de rigidez k; de la red C3.
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m_ (kg)

¢ (N*s/m)

550

500

450

400

300
250
200
150

100

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

Figura 5.11: Identificador del coeficiente de amortiguamiento ¢ de la red C3.

4 x10°
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Tiempo (s)

Figura 5.9: Identificador del coeficiente de rigidez ky de la red C3.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Tiempo (s)

Figura 5.10: Identificador de la masa suspendida m; de la red C3.

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Tiempo (s)
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5.1.3. Configuracién mecanica C6 basada en inersor

En cuanto a las soluciones 6ptimas de la red C6 no se encontraron en la literatura, dado
que al ser implementada la configuracion mecénica esta no brinda un mejor rendimiento en
la suspension, sin embargo para fines de simulacién se toman los parametros utilizados en la
red mecanica C4 (ver la tabla , puesto que estas dos redes mecanicas son casi similares

en cuanto a su conexion.

Ahora, del mismo modo se toman los siguientes parametros de la tabla que son

correspondientes al modelo para asi realizar las simulaciones.

483 i
450 .
400 .
350 .
300 .

-

Las0 -

< 200 K
150 - .
100 - R

50 .
0 1 I 1 1 | 1 I 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (s)
Figura 5.12: Identificador del coeficiente de inertancia b de la red C6.
x10*
5 T -
o i
3 fos .3

-

3

g 2t -

xF

i |
ol il
-1 1 1 1 1 1 1 | 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (s)

Figura 5.13: Identificador del coeficiente de rigidez k; de la red C6.
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x10*

k, (N/m)
Y
T

1 | ! | | ! ! I | |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (s)

Figura 5.14: Identificador del coeficiente de rigidez ko de la red C6.

0 | | | | I | | | |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (s)

Figura 5.15: Identificador del coeficiente de amortiguamiento ¢ de la red C6.

700 I B
600 B
500 B

400 - &

300 - =

m,, (kg)

200 - =

100 - &

-100 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (s)

Figura 5.16: Identificador de la masa suspendida mg de la red C6.
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5.2. Pruebas de robustez

En la siguiente seccion se realizan pruebas de robustez de la técnica de identificacion
algebraica. Solo se aplican a la red mecanica C4, puesto que anteriormente se mencioné
que esta configuracion es la que mejor rendimiento ofrece en cuestion de aplicacién en una
suspension de automovil, ademés, el proceso de analisis que se realiza para la red mecénica

C4, es basicamente similar para las otras impedancias mecanicas.

Primeramente, a la suspension con la red C4 se le aplica una senal de entrada aleatoria la
cual simula un perfil irregular de carretera, en la tabla [5.4| se observan los valores necesarios

para obtener las excitaciones estocésticas de la carretera.

Grado del perfil de la G;(@)O(ll()[;??f
carretera Me(oiia geométrica
Clase A 16
Clase B 46
Clase C 256
Clase D 1024
Clase E 4096
Clase F 65536
Clase G 262144

Tabla 5.4: Niveles de rugosidad de la carretera norma ISO 8608 [4], [57].

Esta senal irregular de carretera se obtiene a partir de la siguiente ecuacion diferencial

estocastica:

o = =27 foxo(t) + 2mnW (1) / G (106)V (¢)

! representa la frecuencia

donde, fo = 0.0628 Hz es la frecuencia de corte, n = 0.1m~
espacial, G.(n,) es el coeficiente de rugosidad de la carretera, W (t) es un proceso estocastico
estacionario (ruido blanco gaussiano) y xg el perfil irregular del camino [4], [57]. Asi pues,

los perfiles artificiales son el resultado de la ecuacion diferencial. Posteriormente, para la

simulacion se considera el perfil de clase C para la excitacién de entrada ya que con este
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perfil se puede simular un comportamiento mas aproximado al movimiento de un automévil

en movimiento y, asimismo, se considera una velocidad constante de 108 %

0.3

s ©
- N

Amplitud (m)
(=}

T
——Clase A
—Clase B

Clase C|
—Clase D

ku“ 0N n,ﬁ.mahxu

YW" 'L"ll"‘ {WIW ’r“" 1
-0.1 v
-0.2 b
-0.3 L i | | | L i | L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (s)
Figura 5.17: Perfiles artificiales de carretera de clase A-D.
4
4.5 gl T I
4 —— Coeficiente de rigidez k1 estimado |
- — .Coeficiente de rigidez k,
35 -
3 —
—E\ 2.5 —
s 2
\Z_ I 1] |
At 2
X
1.5 =
1 —
0.5 —
0 | | | | | | L | |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (s)
Figura 5.18: Coeficiente de rigidez k; real vs estimado.
2500 T I T
—Inertancia estimada b
2000 | ~ ~ ‘Inertacia b
1500 [ =
E L
=.1000 3
9
500 | m
0 4
-500 L | | | | L | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (s)

Figura 5.22: Inertancia b real vs estimada.
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20000 I T
——Coeficiente de rigidez k2 estimado
Coeficiente de rigidez k2
15000 [ =
-
g
DL e e B i i e e e e e e s
N
-
x
5000 =
0 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (s)
Figura 5.19: Coeficiente de rigidez ks real vs estimado.
450 T T
——Masa m_ estimada
Masa m
400 |- = a
= 350 m
g
P T
E 300 i i
250 | =
200 I I 1 I I | | I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (s)

Figura 5.20: Masa suspendida m; real vs estimada.

Adicionalmente, se propone otra prueba de robustez para el estimador algebraico disenado
para la identificacién paramétrica de la suspension de vehiculo integrando la red mecanica C4
(ver figura . Para ello, se le aplican variaciones a la masa suspendida (mys) y a la masa
no suspendida (m,). El ejercicio consiste en manifestar la problematica de: ;Qué pasaria
si existieran ciertas variaciones a la hora de realizar la identificacion de parametros en el

modelo?

Asi que, para este caso se puede llegar al problema donde la identificacion podria no ser
continua, sin embargo, segiin la teoria de identificadores algebraicos estos logran hacer la es-
timacion al menos en un pequeno intervalo de tiempo. Para la realizacion de las simulaciones

se aumentaron y disminuyeron las masas, para m, se varia un +2 % de su valor original que
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600 T T T
—— Amortiguamiento estimado ¢
500 Amortiguamiento ¢

-100 ot
I I I I I I I I I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (s)

Figura 5.21: Coeficiente de amortiguamiento c real vs estimado.

es de 320 kg y para m, un 3% de 45 kg y ademas se le aplica una senal aleatoria como la

que se mostrd anteriormente.

350
i b
H mu1
so0fy |1 e b,
i 2
= ---b
< 250
B
Q
8
T 200
=
150 -
100 1 | 1 | | 1 | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 15

Tiempo (s)

Figura 5.23: Identificador del parametro b aplicando variacion +2 % de m.

78



Universidad Tecnologica de la Mixteca 5.2. Pruebas de robustez
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Figura 5.24: Identificador del parametro ki aplicando variacion +2 % de m.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis se ha presentado el analisis enfocado a la aplicacion de la técnica
de identificacion algebraica para el desarrollo de los identificadores. Esta investigacion se
efectiia sobre una suspensiéon de un cuarto de automévil al momento de aplicarle una fuerza
de excitacion armoénica en la base. La suspension tradicional esta constituida de la forma de
un absorbedor dindmico de vibraciones (DVA), el cual integra un resorte y un amortiguador
conectados en paralelo entre si, pero en este caso en particular el amortiguador integrado en
el DVA es sustituido por tres distintas configuraciones mecénicas basadas en inersor (C3, C4

y C6), cada arreglo se encuentra conformado por un resorte, un amortiguador y un inersor.

Al momento de llevar a cabo el anélisis dinamico de cada una de las suspensiones integra-
das por su arreglo correspondiente, fue necesario desarrollar las ecuaciones de movimiento
a partir del formulismo de Euler-Lagrange sin olvidar las fuerzas no conservativas. Luego
de obtener las ecuaciones diferenciales se aplico la transformada de Laplace a cada una de

las ecuaciones y de esta manera transformarlas al dominio de la frecuencia. Seguido de esto,
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por medio de la metodologia de identificaciéon algebraica se desarrollaron los identificadores
de los parametros fisicos de los modelos. Para la solucién de los identificadores se utilizo la
herramienta de computo numérica Matlab-Simulink, al momento de realizar las simulaciones
se compararon varias soluciones numeéricas, el método de Runge-Kutta resulté ser el método
mas eficiente para este ejercicio. Una vez con las simulaciones realizadas se obtuvieron los
identificadores de los pardmetros, donde se observaron resultados favorables ya que todos los

estimadores tendian a converger a su respectivas referencias rapidamente.

Posteriormente, se realizaron dos pruebas de robustez a los identificadores propuestos,
la primera se le aplicd a los modelos una senal aleatoria la cual simula el comportamiento
dindmico de una carretera, siendo esta la nueva fuerza de entrada, al realizar las simulaciones
se noto que los identificadores tenian una respuesta similar a las que se obtuvieron anterior-
mente aplicando una fuerza arménica y para la segunda prueba se aplicaron variaciones en
las masas suspendida y no suspendida, en este caso si se vieron ciertos desajustes en las
senales de los parametros, sin embargo si lograban alcanzar las senales de referencia, en un
parametro en particular si se logra la identificacién pero después de un cierto tiempo este
se descontrola, no obstante, mas adelante vuelve a identificar, asi pues de esta manera se
comprueba la definicion que dice: la identificacion se da Vt € (to,to + €) y de esta manera se
comprobd6 la buena respuesta de los identificadores ante ciertas incertidumbres y dinamicas

no modeladas.

6.1. Trabajos futuros

Para completar el trabajo desarrollado en esta investigacion, se manifiestan los siguientes
proyectos a futuro para asi mejorar algunos aspectos del mismo y ampliar los resultados

obtenidos.

= Realizar la implementacion fisica del modelo mateméatico de la suspension pero sélo con
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la red mecanica basada en inersor C4, ya que como se mencion6 durante el desarrollo

del trabajo esta red proporciona una mejor respuesta vibratoria.

= Realizar una comparacion de los resultados obtenidos de forma tedrica contra resul-
tados experimentales y de esta manera demostrar la efectividad de los identificadores

desarrollados.

= Presentar una estrategia de estimaciéon en linea para los parametros basada en una

combinacion del método algebraico y alguna ley de control.
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APENDICE A

MODELO DINAMICO DE LA RED C4

A partir de la figura del modelo de suspensioén de un cuarto de automovil implementando

la red mecénica C4 basada en inersor se definen las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange:

d (0L\ 0L D

di <8$'S) “om. T om (A1)
d (0C\ 9L oD
di (axu> " oe T os, (4.2)
d (oL\ 9L 9D

4 (9LN _9L 0D _ A.
dt <8xb> (‘3xb + 3xb 0 ( 3)

luego, se define la funciéon Lagrangiana y la disipativa suponiendo que x, > x, > x, > o,

1 1 1 1 1 1
L= §msx's2 + §mu:(5u2 + ib(x'b + :L"u)2 — §k‘t (mu — :(:0)2 — 5]{71 (a:s — xu)2 — §k2 (xs - xb)2
(A.4)
D= %c (£s — )’ (A.5)
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donde, m,, es la masa no suspendida (masa del neumatico), m, es la masa suspendida (chasis

del vehiculo) y k; es la rigidez del neumético.

Posteriormente, se desarrolla la metodologia lagrangeana a las ecuaciones ( A.4) y (A.5),

para las coordenadas generalizadas x, xy, 2,

d (9L o
dt \ox,) °°

oL

83;5 = ]{?1(1175 — Zlfu) + k2($s - $b)
oD ) )

Gx's =cC (935 - xb)

d (0L . . .
it (7 ) = ol )
oL

oD

0r, 0

d (0L .. .

oL

8_% = ko(xp — 72)

oD . )

o = c (& — @)

y de esta manera se obtienen las ecuaciones de movimiento que rigen al sistemas:

muC(:’.u + b(CL’u — l’b) + k?t(]}u — X()) + k’l (ZEU — ZES) = O
msTs + ¢ (Ts — Tp) + ki (xs — ) + ko(xs — ) =0

b(l’b — $u) —|— C(l;b — $5) + k?g(l’b — $5) = O
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APENDICE B

[DENTIFICACION ALGEBRAICA DE LA
RED C3

Las siguientes ecuaciones de movimiento se obtienen del modelo de un cuarto de automovil

al implementar la impedancia mecéanica C3.

My Ty + ¢ (2 — ) + k(2 — Xo) + k1(zy —25) =0 (B.1)
msZs + ki(xs — xp) + ko(zs — ) =0 (B.2)

b(dy — &) + ka(zp — 25) = 0 (B.3)

b(d, — B) + ¢ (Fe — @) = 0 (B.4)

Ahora, de las ecuaciones obtenidas anteriormente, se procede al desarrollo de los identifica-

dores, de la primera ecuacion del sistema (B.1) se tiene la siguiente expresion en el dominio
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del tiempo (ya con los tratamientos mateméaticos correspondientes),

My {Q/Qmu(t) —4/txu(t)+t2xu(t)}+

{2 [ttt o) + [ Pl )} +

k, {/2 tQ:zcu(t)} + ky {/2 t*(wa(t) — xs(t))} = /2 t2Fy(t) (B.5)

donde, m, v k; que representa la masa y la rigidez del neumético respectivamente, se toman
como datos de entrada al igual que la fuerza de excitacion Fp, por ende, solo se identifican
los parametros c y ky, visto que, se tiene una ecuacion con dos incégnitas se integra una vez

estd ecuacion y por lo tanto, se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas,

My {2/3%@) —4/2mu(t) —|—/t2xu(t)}+

c {—2 /3 t(za(t) — z(t)) + /2 (2o (t) — (1))

|
k, {/3 t2xu(t)} + ki {/3 t* (wu(t) —xs(t))} = /3 t2Fy(t) (B.6)

luego, este sistema se representa de la siguiente forma:

_|_

P =" O g = 1" (5.7
a21<t) a22<t) bg(t)

de la solucion se obtienen los identificadores, notar que estas soluciones se cumplen al menos

en un pequeno intervalo de tiempo.

Vt € (to, to +€)
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A continuacién, s6lo se muestran las soluciones de los parametros restantes, ya que el desa-

rrollo es similar a lo ya antes expuesto, de la ecuacion (B.2) se identificaran my y ks,

me {2/2935(75) —4/1&:58(15) —|—t2xs(t)} + ko {/2752(:55@) —:cb(t))}

- Ik {/2 12 (5 (t) — xu(t))} (B.8)

por ser dos incognitas se integra una vez esta ecuacion:

ms{Q/gxs(t) —4/2txs(t)+/t2xs(t)} +k2{/3t2(:rs(t) —xb(t))}

— K {/3 12 (5 (t) — a:u(t))} (B.9)

entonces, de estas dos ecuaciones se tiene:

me = Al—(t)
N dei[jg)] Vt € (to,to + €)
2= det[P(1)]

Finalmente, para identificar el pardmetro restante b se toma la ecuacion (B.3) y se realiza el

desarrollo del identificador y se tiene la siguiente expresion en el dominio del tiempo:

b {2 /2(1;1,(15) — (1)) - 4/t(:cb(t) — zo(t)) + 7 () — l‘c(t))} +
o {/2 2 (ay(t) — xs(t))} — 0 (B.10)

para concluir, se despeja b de la ecuacion (B.10)

—ky {ﬁ 2 (2(t) — xs(t))}
{2 TP () — 2o(8)) — 4 [ t(x(t) — 2elt)) + £2(zp(t) — scc(t))}

b= (B.11)
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APENDICE C

DIAGRAMAS A BLOQUES

Diagramas a bloques de una suspensién de un cuarto de automévil imple-

mentado la red mecanica C3 basada en inersor.

Figura C.1: Modelo de un cuarto de vehiculo implementando la red mecanica basada en
inersor C3.
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Figura C.2: Aplicacion de la técnica de identificacion algebraica para estimar los parametros
desconocidos de la suspenciéon de un cuarto de automovil implementando la red mecénica

C3.

Diagramas a bloques de una suspensién de un cuarto de automoévil imple-

mentado la red mecanica C4 basada en inersor.

Figura C.3: Modelo de un cuarto de vehiculo implementando la red mecanica basada en
inersor C4.
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Figura C.4: Aplicacion de la técnica de identificacion algebraica para estimar los parametros
desconocidos de la suspenciéon de un cuarto de automévil implementando la red mecénica
C4.

Diagramas a bloques de una suspensién de un cuarto de automoévil imple-

mentado la red mecanica C6 basada en inersor.

Pul— : g -
= 1 oy
oL

w200

DEe
BH—0
D—g
—0

Figura C.5: Modelo de un cuarto de vehiculo implementando la red mecanica basada en
inersor C6.
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Figura C.6: Aplicacion de la técnica de identificacion algebraica para estimar los parametros
desconocidos de la suspencién de un cuarto de automovil implementando la red mecénica

C6.

En este apéndice se muestran los codigos realizados en Matlab/Simulink para solucionar
los modelos de un cuarto de vehiculo implementando las tres distintas redes mecénicas ba-
sadas en inersor (C3, C4 y C6) y de igual forma se muestran los programas disefiados para

solucionar los identificadores aplicando la técnica de identificacion algebraica.
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