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Abstract: Graphs have been used in electrical applications since
Kirchhoff. This work in progress uses some basic principles of Graph
Theory to analyze and obtain dynamical models of a large class of
PWM (switch-mode) DC-DC power converters operating on conti-
nuous conduction mode (CCM). To a switched-mode power converter
we associate two graphs, the on- and off-type graphs depending on
the transistor on and off states. We obtain by inspection an anti-
symmetric matrix J(u) and an input matrix f(u) based on some
topological criteria of the resulting circuit’s graphs, relying on sim-
ple, connected, closed cycles; these matrices are in fact a sort of inci-
dence matrices. Both are at the core of the resulting bilinear differ-
ential equations modeling a PWM DC-DC power converter. Written
in a tutorial fashion, we analyze some classic but illustrative power
converters containing a transistor and a diode. As the ubiquitous
Kirchoff’s Laws, this approach will ease the student/engineer task of
analysis of classical (and novel) power converters architectures.
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Resumen: Los grafos se han usado en circuitos eléctricos desde el
siglo XIX, gracias a Gustav Kirchhoff. En este trabajo preliminar usa-
mos algunos principios bésicos de la Teoria de Grafos para analizar y
obtener mediante simple inspeccién, modelos dindmicos en ecuaciones
diferenciales, para una gran clase de convertidores de potencia de tipo
CD a CD, conmutados mediante modulacién de ancho de pulso, en
modo de conducciéon continuo (CCM, por sus siglas en inglés). A un
convertidor de potencia con un interruptor activo (transistor), aso-
ciamos dos grafos, el grafo de encendido (on) y el de apagado (off),
dependiendo de los estados on y off del transistor. Basados en algunos
criterios topologicos (circuitos de corriente conectados, cerrados), se
obtienen por inspeccion dos matrices caracteristicas del convertidor:
una matriz antisimétrica J(u) y una matriz de entrada S(u). Am-
bas matrices, que representan una especie de matrices de incidencia,
estdn intimamente asociadas al modelado en ecuaciones diferencia-
les bilineales de los convertidores de potencia CD a CD conmutados
mediante modulacién de ancho de pulso. En este trabajo presenta-
mos a manera de tutorial, como una guia para el aprendizaje de este
método de modelado. Analizamos algunos convertidores clasicos y
otros menos conocidos. Tal como lo hacen las leyes de Kirchoff, el
método que proponemos permitira al estudiante y al ingeniero facili-
tar sus tareas de andlisis de topologias de convertidores de potencia.

Palabras clave: Teoria de grafos, Convertidores de potencia DC-DC
por conmutaciéon por modulaciéon de ancho de pulso en modo de con-
duccién continuo, ecuaciones diferenciales bilineales.

7.1 Introducciéon

Gustav Kirchhoff desarroll6 su teoria de ar-
boles entre 1845 y 1847 para resolver el sistema
de ecuaciones lineales simultaneas obtenido a
partir de un circuito eléctrico (ver [1, 2|). En
[1], reemplazo resistencias y otros elementos
eléctricos, por su estructura correspondiente
usando solamente puntos y lineas, sin ninguna
indicacion del tipo de elemento eléctrico; es de-
cir, Kirchhoff reemplaz6 cada circuito eléctrico
por su grafo subyacente, mostrando que no era
necesario considerar cada ciclo en el grafo se- Figura 7.1: Gustav Kirchhoff.
paradamente para resolver el sistema de ecua-
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ciones resultante. (Véase, por ejemplo [3]).

Las lista de aplicaciones de la teoria de grafos en circuitos eléctricos es larga
v hasta hace relativamente poco tiempo se ensenaba en cursos de analisis de cir-
cuitos eléctricos. Consideremos, por ejemplo, el texto de Karni (1991) [4, Cap. 6].
La teoria de grafos ha sido usada, por ejemplo, para determinar por inspeccion si
una red que contiene resistores no lineales, fuentes de CD (de corriente y tension)
y fuentes controladas (dependientes) lineales posee solucion tnica (ver [5]).

En el caso de convertidores de potencia, el uso de grafos se puede apreciar
desde el trabajo de Wolaver (1972) (ver [6]). Es notorio el uso de grafos para
el analisis y disefio de convertidores y generacién de nuevas topologias®: en [7],
Slobodan Cuk cred, a partir de la propiedad de dualidad, un circuito convertidor
de potencia CD a CD que lleva su nombre “Convertidor Cuk”; otros ejemplos
de generacion de topologias a partir de grafos se encuentran en [8]; los grafos
también han sido usados para la obtencion de modelos de convertidores (ver [9])
y para su andlisis en [10] (véanse estos articulos y sus referencias).

El modelado mediante ecuaciones en el espacio de estados para convertidores
de potencia CD a CD se ha estudiado desde hace varios afnos. Son fundamentales
los trabajos de Middlebrook y Cuk (ver [11, 12, 13]). La revision que se hace
en [14] es de gran interés y abrevia el area de modelado y simulacion hasta el
ano 2001. Los libros de texto estdndares en el area de convertidores de potencia
incluyen este tipo de modelado en su analisis y para el diseno de leyes de control
lineal (ver [15, 16]). Para el control no lineal se requiere el modelado de ecuaciones
bilineales (ver [17]). En el presente trabajo presentamos una aplicacion de la
teoria de grafos a la obtencion de modelos en ecuaciones diferenciales bilineales
de convertidores de potencia CD a CD conmutados de un interruptor activo (un
solo transistor), que operan en modo de conduccién continuo. Por lo tanto, este
trabajo se puede emparentar con lo que se expone en |9, 10]; sin embargo, nuestro
trabajo es fundamentalmente diferente. La idea bésica es obtener la estructura de
los grafos subyacentes a partir del diagrama circuital del convertidor de potencia
para los dos estados del transistor (encendido, apagado).

El objetivo de este trabajo es presentar de forma guiada, a través de la teoria y
de ejemplos, la estrategia de modelado propuesta basada en el uso de grafos. Para
ello, en la Seccion 7.2, presentamos una revision breve de elementos de la teoria de
grafos; en particular, analizamos la construccién de la matriz de incidencia. En
la subseccién 7.3 presentamos el modelado clasico de convertidores de potencia,
a partir de los circuitos obtenidos segiin opere el transistor en estado encendido
o apagado. Para el desarrollo del modelo empleamos las leyes de Kirchhoff, de
corriente (LCK) y de tension (LTK). En la Seccion 7.4, se desarrolla el proce-
dimiento de modelizacién mediante grafos, en tres partes. En la Seccién 7.4.1,

3 Aqui se usa el término “topologia” en el sentido de forma o estructura (mallas y nodos) del
convertidor de potencia, a diferencia de lo que es Topologia en el sentido estricto matemaético.
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se muestra como se pueden definir dos matrices J y [ a partir del grafo de un
circuito compuesto por una fuente de tension, inductores, condensadores y re-
sistencias (en serie con cada inductor, en paralelo con cada condensador). Dicho
grafo se forma eliminando las resistencias y dejando la fuente, inductores y con-
densadores. A tal grafo se asocia una matriz de incidencia J anti-simétrica y
una matriz S asociada a la fuente de tension F, segtun los circuitos de corriente
de los inductores (caminos de corriente conectados cerrados).

Esta estrategia se puede usar para el caso de convertidores de potencia CD
a CD en modo de conduccién continuo, en la cual se presentan dos topologias
de circuitos: una para el encendido del transistor (on) y otra para el caso apa-
gado (off). Esto se hace en la subseccion 7.4.2: a cada circuito, entonces se
asocian dos grafos, un grafo-on y un grafo-off, los cuales incluyen ademas de
fuente, inductores y condensadores, el transistor y los diodos en la forma de cor-
tos (conexiones cerradas) o abiertos (conexiones abiertas) segun sea el caso. De
ambos grafos se generan matrices, Jon, Bon ¥V Joffs DBoff, que se combinan para
generar las matrices que caracterizan la operacion del convertidor, dadas por
J(u) = Tont + To(1 —u) y S(u) = Pontt + Bog(1 — u). Se combinan las dos
matrices anteriores en un modelo completo, combinando J(u) y B(u) en una
sola ecuacion diferencial. Comprobamos que efectivamente, los modelos gener-
ados bajo este procedimiento coinciden con los modelos obtenidos mediante las
leyes de Kirchhoff. Los modelos obtenidos mediante los grafos propuestos sim-
plifican el modelado obtenido a través de las leyes de Kirchhoff. Este capitulo se
cierra con algunas conclusiones y nuestras perspectivas de la continuacion de la
investigacion en esta linea.

7.2 Breve introduccién a los grafos

En esta secciéon indicamos algunos conceptos que nos servirdn més adelante. Es-
tan basados en [3]. Para el desarrollo posterior, interesara en particular la nocion
de incidencia y la forma de generar la matriz de incidencia.

Un grafo G es un conjunto finito no vacio V de objetos llamados wvértices
junto con un conjunto L (posiblemente vacio) de subconjuntos de dos elementos
de V llamados lados o aristas. A los vértices también se les llama puntos o nodos,
mientras que a los lados se les llama lineas o enlaces.

Para indicar que un grafo G posee un conjunto de vértices V' y un conjunto de
lados L, se escribe G = (V, L). También se escribe V(G) o L(G) para indicar que
pertenecen al grafo G. Cada lado {u,v} de G se puede escribir también mediante
uv 0 vu. Sil =wuw es un lado de G, se dice que [ une u y v, también se dice que
u 'y v son adyacentes (se les llama también nodos vecinos); el punto u y la linea
[ son incidentes entre ellos, también lo son v y I. Si dos lados distintos [ y = son
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Figura 7.2: Circuito eléctrico con su correspondiente grafo dirigido. Se muestran dos versiones
del mismo grafo (uno con arcos con angulos rectos y el otro con lados curvados).

incidentes en el mismo punto comiin, entonces son lados o lineas adyacentes.

Generalmente, un grafo se representa mediante un diagrama, donde a cada
vértice se le asocia un punto y a cada lado se le asocia una linea del diagrama. En
el caso del estudio de circuitos eléctricos nos interesaré representar el diagrama
circuital mediante su grafo correspondiente. En la Figura 7.2 mostramos un
ejemplo. En el caso de circuitos eléctricos un arco del grafo representa una rama
del circuito eléctrico donde pueden aparecer uno o mas elementos conectados en
serie.

El namero de vértices en un grafo G es el orden de G. El niimero de lados es
el tamano de G. Se usan (n, m) para representar el orden y el tamano de G. Un
grafo de orden 1 es el grafo trivial. En un grafo no trivial hay dos o més vértices.
Un grafo de tamano 0 se llama grafo vacio. Un grafo no vacio posee uno o més
lados.

Un grafo orientado, grafo dirigido o digrafo D, consiste en un conjunto no
vacio de puntos V junto con una coleccion X de pares ordenados de puntos
distintos (hay una relacién de precedencia entre los elementos de una arista).
Los elementos de X se llaman arcos o lineas dirigidas. La Figura 7.2 muestra un
grafo dirigido en el cual la direccién de los arcos se indica mediante una flecha.
En los grafos mostrados se nombran (etiquetan) tanto los nodos V = {b,¢,d, e}
como sus correspondientes arcos L = {i1, 12,13, 14, 15,76 }; por ejemplo, i; = ce,

4Si dos lados uv y vw son lados distintos de G, entonces uv y vw son lados adyacentes.
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14 = db.

En el caso de arcos incidentes en un nodo, si el vértice v es una extremidad
inicial de un arco {v,u}, v # u, se dice que el arco es incidente en v hacia el
exterior (el arco sale de v). El ntimero de arcos incidentes hacia el exterior se
llama semigrado exterior de v. De igual forma se define un arco incidente a
v hacia el interior (entra a v) y semigrado interior de v. El grado de v es la
suma del semigrado exterior e interior de v, es decir, el nimero de arcos con una
extremidad en v. Si todos los vértices tienen el mismo grado, el grafo al que
pertenecen se llama grafo reqular. El grafo de la Figura 7.2 es un grafo regular
de grado 3; el semigrado interior de e es 2.

Un subgrafo de G es un grafo que tiene todos sus nodos y arcos en G, V(G1) C
V(G) y L(G1) C L(G). Si Gy es un subgrafo de G, entonces G es un supergrafo
de G1. Un subgrafo de cubrimiento® de G es un grafo G| que contiene todos los
nodos de G, es decir, V(G;1) = V(G). Para un conjunto de nodos S € V(G), el
subgrafo inducido o subgrafo completo G1 = (S) es el subgrafo maximal de G en
el conjunto de puntos S, si dos puntos en GGy son adyacentes si y solamente si
son adyacentes en G (dicho de otro modo, si tiene todos los lados que tenia Gy
que unen los vértices V(G1)).

Un camino de longitud n es una sucesion de lados l1ls...l,, junto con una
sucesion de vértices v1vy ... v, 41 tales que I; = {v;,v;11}. Se dice que el camino
lily .. .1, es un camino del vértice vy al vértice v,4+1. Para dar un camino en un
grafo daremos en particular la sucesion de lados. Si lyly...[, es un camino de
u a v, entonces lyl,_1...l2l1 es un camino de v a u. Un camino en el que no
aparecen lados repetidos se llama recorrido. Un recorrido en el que no hay vértices
repetidos (salvo el primero y el dltimo) se llama camino simple. Un camino en el
cual coinciden el primer y el dltimo vértice se llama camino cerrado. Un recorrido
que es ademas un camino cerrado se llamara circuito. Un circuito que ademés
es un camino cerrado es un ciclo. En la Figura 7.2, la secuencia igi123¢4 = bcedb
es un ciclo. Un grafo es conezro (connected en inglés) si cada par de puntos se
une mediante un camino. Una componente es un subgrafo maximal conexo de G.
Asi, un grafo desconectado o no conexo tiene al menos dos componentes.

7.2.1 De grafos a matrices

Asi como de un grafo escrito en la forma de conjuntos se puede ir a su diagrama,
también podemos codificarlo en la forma de una matriz. De las dos matrices que
se muestran a continuacion, nos seré de utilidad para més adelante la construccion
de la matriz de incidencia: se puede definir la matriz de incidencia C' de un grafo
dirigido G = (V, L), como una matriz cuyas filas se indexan segtin sus vértices
y cuyas columnas se indexan mediante los lados. El elemento de la matriz C

5 Spanning subgraph en inglés.
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asociado a la fila v (vértice) y a la columna [ (arco) se escribe ¢, ;. Tiene un valor
0 si no son adyacentes (incidentes), 1 si es incidente hacia el exterior y -1 si es
incidente hacia el interior. En el primer ejemplo, Figura 7.2, se tiene la siguiente
matriz de incidencia:

0O 0 0 -1 -1 1\b
o 1 10 0 0 -1fc
0 -1 1 1 0 0 |d
-1 0 -1 0 1 0Je

Il I3 Iy s g

donde, por ejemplo, el arco I; va de ¢ a e, [1 = ce. La matriz de incidencia
permite obtener el grado y semigrados de un vértice. En una fila, el ntmero
de elementos diferentes de cero es el grado. El semigrado (interior o exterior)
se obtiene contando el numero de elementos (—1 o 1). Por ejemplo, los vértices
tienen grado 3 (grafo regular); el semigrado interior del vértice ¢ es 1 (un solo
elemento -1).

Supongamos que G es un grafo de orden n, donde V(G) = {v1,v2,...,v,}.
La matriz de adyacencia de G' es una matriz n x n de ceros y unos A(G) = [aj;]
o simplemente A = [a;;], donde

1, siwvw; € L(G);
;5 =
’ 0, siwvwv; & L(G).

Por ejemplo, la matriz de adyacencia del grafo en la Figura 7.2 estd dado por:

0 1 1 1\b
1 01 1]¢
A_ll(]ld
1 1 1 0/e
b ¢ d e

Algunas observaciones se extraen de la matriz de adyacencia: los elementos de la
diagonal son cero ya que ningin vertice es adyacente a si mismo; la matriz A es
simétrica; si se suman los elementos de una fila ¢ (o una columna, por simetria)
se obtiene el grado de v;.

7.3 Modelado de convertidores de potencia

Los convertidores de potencia que estudiaremos son del tipo CD a CD (corriente
directa a corriente directa), controlados mediante la conmutaciéon mediante mo-
dulacion de ancho de pulso (PWM, por siglas en inglés, Pulse Width Modulation)
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de un elemento activo (un transistor) y la correspondiente conmutacion en los ele-
mentos pasivos (diodos). Seran de interés en este trabajo aquellos convertidores
operando en el modo de conducciéon continuo; es decir, aquellos convertidores
donde aparecen solo dos modos de operacién, segiin el elemento activo de con-
mutacion este encendido (modo on) o apagado (modo off). La manera habitual
de modelar un convertidor de potencia CD a CD conmutado por PWM es me-
diante la aplicacion de las leyes de Kirchoff a cada circuito resultante segin el
modo de operacion (encendido, apagado).

7.3.1 Convertidor CD a CD del tipo Boost

Para entender esto, veamos el caso del convertidor de potencia Boost, también
llamado convertidor elevador, el cual se ilustra en la Figura 7.3. Mostramos los
elementos tipicos de un convertidor de potencia CD a CD: la fuente F de tension
CD, la salida V, = v medida en la resistencia de carga R,, la bobina L, el
condensador C'; mostramos el transistor (elemento activo) controlado por PWM
y el diodo (que se transforma en un abierto o un corto en funciéon del transistor,
por eso se toma como elemento pasivo).

L

L +

jjT_ELf{ c— Ry
o,

Figura 7.3: Convertidor de potencia CD a CD de tipo elevador basado en PWM.

La modulacion por ancho de pulso hace que en una fraccion 0 < d(t) < 1
del periodo de conmutacion T el transistor esté encendido y se transforme en un
corto. El encendido se representa como modo on o simplemente u = 1, siendo
u una senal binaria que representa el encendido (v = 1) o apagado (u = 0) del
transistor. Asi, el mecanismo PWM se puede representar mediante la siguiente
expresion explicitamente dependiente del tiempo:

1, sty <t<ty+d®)T:
u(t)z{’ bty < £ <t + d(f) (7.3.1)

0, si tp+tp+d)Ts <t <ty =ty +Ts,

donde t;, = kT, para k € N. Como se indica, para el caso u = 1 el transistor esta
encendido, lo que se refleja como si trabajara en corto, al mismo tiempo el diodo
deja de conducir (se comporta como un abierto), por lo que se obtiene el com-
portamiento equivalente al circuito dado en la Figura 7.4. En el modo apagado
u = 0, el transistor funciona como un abierto por lo que deja de conducir, por lo
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E(:

Figura 7.5: Modo apagado (off), u = 0.

que el diodo de forma complementaria ahora conduce (véase la Figura 7.5). Am-
bos comportamientos se pueden ilustrar en un solo diagrama circuital mediante
el uso de un interruptor (switch en inglés) que cambia de posicion segin el valor
de u, tal y como se muestra en la Figura 7.6. Como es habitual, mostramos los
ciclos de encendido (u = 1, linea continua en color azul) y apagado (u = 0, trazos
en color r0jo).

Para formular el modelo matemético de este convertidor, obtenemos las ecua-
ciones diferenciales de cada circuito resultante mediante la aplicaciéon de las leyes
de Kirchhoff. A partir de la Figura 7.4, obtenemos, por ejemplo:

LTK: —F+4+v,=0.
. Vo . ve
LCK: — = — =0.
10+ R 10+ R
C 0
"""""""""" 1 I-Cl +

Figura 7.6: Convertidor elevador con un interruptor, u € {0, 1}. Mostramos el terminal comun
¢, las posiciones 1 y 0 y los ciclos de encendido (azul) y apagado (rojo) del transistor.
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De acuerdo a la Figura 7.5, para el modo off se obtiene

LTK: — FE+wvp, +ve =0.
LCK: o+ %C =iy

Precisamente, se acostumbra combinar estos juegos de expresiones anteriores
usando la variable auxiliar u € {0,1} de la forma siguiente:

LTK: —E+4+v,+(1—uve=0
LCK:  ic+ %C = (1 - i

Despejando respecto a las variables llamadas discontinuas, vy, e i¢, resulta en:

vp = —(1—u)ve + E
. . vc
ic(l—u)ip, — —
o )i 7
las cuales efectivamente corresponden a las ecuaciones diferenciales bilineales que
generalmente se asocian al modelo ideal de este tipo de convertidor:

L‘Z—L = —(1-uwuvc+E
t (7.3.2)
e _ 1 )iy - %
dt L

R b
donde se han empleado las equivalencias vy, = L”Z—tL eic=C ds—f.
Supongamos que se considera la resistencia equivalente serie r con la bobina,

como se ilustra en la Figura 7.7. Las ecuaciones diferenciales (7.3.2) se modifican
ligeramente:

LCZ—L =—rip — (1 —uwvec + FE
¢ (7.3.3)
cC _ (1 _yyi, -

dt R

En forma matricial se puede escribir:
L O[] _( 0 —(-w)[i r 0\ [ir 1
<0 0> [ddf “\l-uw 0 ve] Lo 2)ue] tlo)B (734

Esta estructura nos servirda para el desarrollo de modelado en grafos que pre-
sentaremos posteriormente.
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Figura 7.8: Convertidor Cuk.

7.3.2 Convertidor Cuk

Vamos a incluir el proceso de modelado de este convertidor por ser muy conocido
e incluir dos inductores y dos capacitores. El convertidor Cuk fue propuesto por
Slobodan Cuk en su tesis de doctorado [13], defendida en 1977. Este circuito
convertidor de potencia CD a CD se muestra en la Figura 7.8.

Se procede a reemplazar el transistor y el diodo por el correspondiente inte-
rruptor como se ilustra en la Figura 7.9. Las leyes de Kirchhoff nos llevan a las
siguientes ecuaciones:

——@---F-

Figura 7.9: Convertidor Cuk con sus modos de encendido (linea azul) y apagado (trazos en
rojo) y sus correspondientes ciclos de corriente (un ciclo por cada bobina).
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Modo on, u =1,

—FE+ Vr, + TliLl = O7

cy = iLQ?
ve, +retr, + v, +vo, =0,
ve, . .
+ 10, = 1,
RQ 2 29

Modo off, u =0,

—E +vp, +riin, v, =0,

cy = iLU
rolr, + vV, + Vo, =0,
Ve, .
— +lc, = 1L,-
R2 2 2

El modelo combinado mediante la variable auxiliar « resulta:

vr, = —r1in, — (1 —w)ve, + E
ic, = ulr, + (1- u)iLl

VL, = —UVC, — T20L, — VO,
ic, = ir, — -C2
Co Lo R2
De aqui se deriva el modelo matricial:

LCt = J(u)xr — Rx + BE, (7.3.5)

donde = = [iL,, v, ,iL,,vc,)] es el vector de estados del convertidor, el simbolo
T representa la derivada respecto al tiempo & = %m; y

L 0 0 0 0 —(1—w) 0 0
o ¢ 0o o] 11— 0 w 0
=10 0 1, ol Jwy=1", w0 -1’

0 0 0 Cy 0 0 1 0

LC es la matriz de inductancias y capacitancias (define el comportamiento tran-
sitorio del sistema) y J (u) es una matriz antisimétrica que representa la distribu-
cion de energia dentro del convertidor, y

rn 0 0 0 1
00 0 0 0

R_OOrQO’B_O’
0 0 0 - 0

Ry
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Figura 7.10: Convertidor Cuk con una resistencia de carga en paralelo con el capacitor de paso
C.

la matriz R representa los términos disipativos y el vector § representa los canales
de energia aportados por la fuente de poder E. Comparemos con la estructura
matricial obtenida para el convertidor Boost en (7.3.4). Ambas son semejantes
en relacion a las matrices que las caracterizan.

Se puede apreciar que al anadir elementos disipativos, el modelo obtenido se
modifica respecto al modelo ideal (sin pérdidas), aunque no complica demasiado
el proceso. Incluso podriamos pensar en anadir una resistencia en paralelo con
el capacitor de paso C1, tal y como se muestra en la Figura 7.10.

7.4 Modelado de convertidores de potencia usando grafos

Esta iniciativa surgié de una colaboraciéon iniciada por dos de los autores, en
donde nos preguntamos: ;jhabria alguna forma de utilizar los grafos generados a
partir de un convertidor para modelar o analizar su comportamiento temporal?
Esta nos llevé a otra ain méas fundamental, jse podra por inspeccion de dichos
grafos obtener las ecuaciones diferenciales bilineales asociadas a un convertidor
de potencia operando en modo de conduccién continuo? La respuesta a esta
pregunta es afirmativa. En esta seccion mostramos los resultados preliminares
de esta estrategia de modelado.

Esencialmente, de un circuito se obtienen dos grafos (grafo on y grafo off).
De cada grafo se generan por inspeccion las matrices Jon v Joffs Bon V Boff, Para
luego combinarlas mediante la variable auxiliar u en matrices J(u) y S(u).

7.4.1 Modelado de un circuito

El método propuesto de alguna forma combina, por simple inspeccion, las leyes
de Kirchhoff para el caso de circuitos alimentados por fuentes de tensiéon, donde
se presenten inductores y condensadores. Para este anélisis no es necesario que
el nimero de inductores ny, sea igual al nimero de capacitores n¢.
Consideremos el circuito de la Figura 7.11, el cual incluye una fuente de
tension v = FE, una bobina L y un capacitor C'. Nuestra primera regla es la
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Figura 7.11: Circuito RLC en serie.

L

+

E

Figura 7.12: Grafo Grrc asociado al circuito RLC anterior

siguiente: la comexion en serie de un resistor y una bobina serd considerada
como un arco del grafo. En nuestro enfoque de modelado, la fuente, la bobina
y el capacitor generan tres arcos de nuestro grafo tal y como mostramos en la
Figura 7.12.

A partir del grafo Ggrrc anterior, vamos a generar las dos matrices men-
cionadas anteriormente. Se puede apreciar en el grafo una caracteristica que
proviene de las leyes de Kirchhoff: se fija la direccion de cada arco, la direccion
de la corriente en la bobina, representada por una flecha, y la polaridad de la
fuente y el capacitor, indicada por los signos '+’ y ’-’.

La corriente i;, de la bobina debe generar un ciclo del grafo. Este ciclo de
corriente permite generar una matriz J antisimétrica que surge de la relacién de
la bobina L y el capacitor C' en dicho ciclo y un vector columna que asocia la
fuente E y la bobina L para el ciclo generado por la bobina. La matriz J = [&;;]
es cuadrada y posee un nimero de filas ny = 2 igual al ntimero de elementos L
y C, en este caso es una matriz 2 x 2. La diagonal de J son ceros. Supongamos
que se ordena la matriz en el orden L primero, luego C. Se establece ahora
la relacién entre L y C, la corriente iy incidente hacia el interior de C' por el
lado "+, esto se corresponde con un —1 en la posicion (1,2) (1 = bobina, 2 =
capacitor, £ 2 = —1), entonces se coloca un 1 en la posicion (2,1) ({21 = 1) es

D
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decir:

S_(0 -1\L
\1 oj)c
L C

El vector g se corresponde con un 1, 0 o —1 en la fila correspondiente a la
bobina L: es un 1 si la fuente F y la bobina estan en el mismo ciclo y la corriente
incidente hacia el interior de la fuente entra por ’-’. Asi, obtenemos que:

= (o) e

Con estas dos matrices se tiene la ecuacion diferencial del circuito RLC, no-
tando que existen dos matrices adicionales: una £C que es una matriz diagonal
con la inductancia y capacitancia, diag(L,C). Adicionalmente, se define una
matriz R que es también diagonal, de resistencias de la siguiente forma: la r en
serie con L se coloca en el primero elemento de la diagonal, una conductancia
1/R se agrega en el segundo elemento de la diagonal, asociada a la capacitancia
(a partir de una posible resistencia R en paralelo con el capacitor). Es decir, se

tiene:
L 0 T 0
(0w ()
R

Para este caso, no existe ninguna resistencia R en paralelo con el condensador C,
1/R =0, es decir, R se asume como un abierto o una resistencia de valor infinito.
La ecuacion diferencial queda haciendo = = [iy, vo]?:

LCx=Jxr —Rx+ GE
o explicitamente

L 0 (0 =1\ |ig r 0\ |ip 1
(o &)l =G o) el -6 o L+ 6) =
las cuales efectivamente coinciden con las ecuaciones resultantes de la aplicacion
de las leyes de Kirchhoff: (LTK) —FE + ri, + v +ve e (LCK) ic =ir. Lo que

es interesante es que el circuito de la Figura 7.13 posee exactamente el mismo
grafo, lo que cambia es la matriz R:

(o e)ie] =G )Ll -6 D)

iy
e,

L)
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r L

+

v==F TC R

Figura 7.13: Circuito RLC con una resistencia R en paralelo con el capacitor C.

Modo on,u=1 Modo off,u=0

Figura 7.14: Grafos on y off para el convertidor Boost.

7.4.2 Resultado principal: Modelado de un convertidor conmu-
tado (con estados on y off)

En esta seccion presentamos el procedimiento general de modelado obtenido a
partir de este enfoque. Ademés, presentamos el modelado del circuito Cuk y el
de un circuito menos conocido, un convertidor propuesto por Wu y Chen en 1998
(ver [18]). Comenzaremos por el primer ejemplo del convertidor Boost.

Convertidor Boost. En la Figura 7.14 mostramos los grafos asociados al con-
vertidor Boost de la Figura 7.6. Se sigue el orden LC. La matriz Jo, resulta por

ejemplo:
00
= (2 0)

porque no hay conexién alguna con el capacitor C. La matriz Jog:

0 -1
Joft = <1 0 >
La matriz antisimétrica J(u) del convertidor resulta:
1—wu 0

T (1) = Towts + Jogr(1 — 1) = < - —u))

Aqui es evidente que J(u) se deriva de una suerte de combinacion convera de
las matrices Jon v Joff-
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Modo encendido, u = 1 Modo apagado, u=0

Figura 7.15: Grafos GG1 y Go asociados al convertidor Cuk.

Para obtener las matrices de entrada siempre se asocian E a L (se aprecian
en los ciclos en la Figura 7.14 que la fuente E siempre alimenta a la bobina L)

1
Bon = 603 = <0>

por lo que la matriz de entrada del sistema [(u) estd dada por (se repite la
combinaciéon convexa mencionada):

asi que

B(u) = Bont + Boi(1 — u) = ((1)) .

El modelo resultante para el convertidor Boost es:

LoOoNTie] _ (0 —(=w)[ie] _(r 0\Tic] _[1] 5
0 C)lic] \1-u 0 v 0 %) |ve] [0
Lo cual se puede comprobar de la ecuacion (7.3.4) ya obtenida.

Convertidor Cuk. Los grafos asociados al convertidor Cuk, mostrado en la
Figura 7.9 se indican en la Figura 7.15; se usa el orden LjC}LsCy. Observemos
que se indican ademés las direcciones de las corrientes en el transistor y en el
diodo, por lo que se aprecia que la corriente iy, deberia tener la direcciéon in-
versa; se escogi6 la misma direccién para obtener el mismo resultado del modelo
expresado en (7.3.5).

La matrix Jon (modo encendido) esta dada por:

0 0 0 O
0 0 1 0
Jon = 0 -1 0 -1
0 0 1 0

Se puede apreciar que la bobina Lj en su ciclo (azul) no incide sobre ningun
capacitor. Por el contrario, Lo incide tanto en el capacitor C7 como en el Cs.
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Calculando J,g se obtiene la matriz J(u):

00 0 0 0 -1 0 0
00 1 0 1 0 0 0
Jw =140 1 ¢ _1|* o o0 o _1|E"W=
00 1 0 00 1 0
0 —(1-u) 0 0
[ 1-u 0 u 0
o 0 —u 0 —1
0 0 10

Se puede obtener el modelo del circuito mostrado en la Figura 7.10, la cual
incluye una resistencia en paralelo con el capacitor de paso, variando solamente
la matriz R:

rn 0 0 0
0 - 0 o0
— Ry
R 0 0 r O
0 0 0 z

Si se emplea el par de grafos modificados de la Figura 7.16, cambian los signos
asociados a la fila y columna de Lo en la matriz J (u):

0 —(1-w) 0 0

1—u 0 —u 0
Jw)y=1", u 0 1
0 0 10

Finalmente, el modelo resultante es el equivalente mencionado anteriormente:

LCi =T (u)xr — Rx + B(u)E .

Convertidor derivado de Wu-Chen. Usamos este convertidor para mostrar
la facilidad de uso del método propuesto. Sugerimos al lector llegar al modelo
de este convertidor por sus propios medios usando las leyes de Kirchhoff. El
diagrama eléctrico del convertidor de Wu-Chen, realizado en PSIM, se muestra
en la Figura 7.17.

En la Figura 7.18 mostramos los grafos asociados a este circuito. Los ciclos
de corriente mostrados cumplen con el requerimiento de que debe haber una sola
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Modo encendido, u =1 Modo apagado, u=0

Figura 7.16: Grafos G y Gy asociados al convertidor Cuk, colocando la direccién real de la
corriente iz,.

Figura 7.17: Convertidor derivado de Wu-Chen.

Modo encendido, u =1 Modo apagado, u=0

Figura 7.18: Grafos del circuito derivado por Wu y Chen (1998).
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bobina por ciclo de corriente. Las matrices antisimétricas que resultan de los
grafos son:

0O -1 0 1 0O 0 O 1
1 0o -1 0 0 1 0
JW=109 1 o 1| |0 1 0 a|0l-¥W=
-1 0 1 0 -1 0 1 0
0 —u O 1
N 0O -1 0
10 1 0 -1
-1 0 1 0
Y las matrices de entrada:
1 0 U
0 0 0
[3(U) — 10 U+ 0 (1 —'U) “lo
0 0 0

Usando la ecuacion del modelo general (7.4.1) se puede simular el modelo de
Wu-Chen directamente en GNU Octave, usando el siguiente modelo promedio®:

LCi = J(p)zr —Ra+ B(p)E,

para un ciclo de trabajo p = 0.75, E = 12 V y los demaés valores como estan
indicados en el diagrama eléctrico de la Figura 7.17. Mostramos a continuacién
el codigo en GNU Octave:

L1 = 330e-6; L2 = 220e-6; C1 = 22e-6; C2 = 10e-6; Ev = 12; R2 = 33;

LC=[L1000; 0C100; 00L20; 000 C2]; R = zeros(4,4);
R(4,4) = 1/R2;

J1= zeros(4,4); J1(2,3) = J1(1,2) = J1(3,4) = J1(4,1) = -1; J1(3,2)

= J1(2,1) = J1(4,3) = J1(1,4) = 1; JO= zeros(4,4); J0(2,3) = J0(3,4)
= J0(4,1) = -1; J0(3,2) = J0(4,3) = J0(1,4) = 1;
J1 =

0o -1 0 1

1 0 -1 0

0 1 0 -1

5Los modelos promedio (average models en inglés) permiten el analisis de un sistema continuo
no lineal con 0 < p < 1, en lugar de estudiar el sistema conmutado u € {0, 1}, siempre que se
considere una relativa alta frecuencia de conmutaciéon. Para el caso mostrado, la simulacién en
PSIM se realiz6 con una frecuencia de conmutacion de 30 kHz.



7.4. MODELADO DE CONVERTIDORES DE POTENCIA USANDO GRAFOS123
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Figura 7.19: Simulaciones del circuito derivado por Wu y Chen (1998). Arriba: realizadas
en PSIM (basados en el diagrama eléctrico de la Figura 7.17), abajo: simulacién numérica del
modelo promedio en GNU Octave.

o 0 O 1
o o0 -1
0 1 0 -1

btli = [1 00 0]’; bt0O = [0 0 0 0]’
D = 0.75;

J

J1#D+J0*(1-D); bt = bt1*D+bt0*(1-D);

function dx = wuchen(t,x) global LC R J bt Ev global D
dx = LC\(J-R)*x+LC\bt*Ev; endfunction

t0=0; tf = 0.02;

t0=0; tf

0.02; t = linspace(t0,tf,500); x = lsode(@wuchen,x0,t);

En la Figura 7.19 comparamos las simulaciones obtenidas mediante un pro-
grama de simulacion especializado para circuitos PSIM (depende de las especifi-
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caciones de cada elemento circuital) y las obtenidas a partir del codigo en GNU
Octave. Observamos la correspondencia (similitud) en las curvas de respuesta
obtenidas por ambos métodos, tomando en cuenta que el codigo en GNU Octave
se calculd a partir de la ecuacion |[dx = LC\ (J-R)xx+LC \ bt x Ev | del
modelo promedio (& = LC™ T (p) — R)x + LCB(n)E).

Procedimiento de modelado basado en grafos. Asi llegamos al siguiente
procedimiento general:

1.

Consideramos un convertidor de un solo interruptor activo (un solo tran-
sistor) y una sola fuente E de CD.

. Obtenemos los grafos correspondientes a cada modo de operacion: Grafo

G1 (on o encendido) y grafo G (off o apagado). Se nombran los lados de
los grafos, con los elementos E, L;, Cj, T', Dj,. Se eliminan los resistores.

. Los grafos generados a partir de los circuitos G; y Gg son tales que no

contienen resistores. Solo contienen la fuente F, las bobinas L; y los capa-
citores Cj, el transistor T" y los diodos Dj,. Etiquetamos cada arco con su
correspondiente elemento y se fijan direcciones de corriente en cada bobina
L; y la caida de tension '+’ a ’—’ en cada capacitor Cj.

Definimos los ciclos en cada grafo. Por cada bobina L; planteamos un ciclo
de corriente. Estos ciclos son independientes. Esto nos lleva a dos reglas:
a) no puede haber ciclos que no contengan bobinas, y b) en el ciclo i puede
haber una y solamente una bobina L;.

. Cada ciclo de corriente i nos permite evaluar los elementos de la matriz

J, en la fila de L; asignamos los signos para cada columna de Cj: 0 si
en dicho ciclo no estd presente el capacitor Cj, —1 si la corriente iy, es
incidente desde el exterior al lado '+’ del capacitor Cj, 1 si entra por el
lado ’—’.

. Cuando un ciclo 7 de corriente contiene a la fuente £ de CD, esto corres-

ponde a un elemento no nulo (1 o —1) en la fila de la bobina L;.

. Obtenemos las matrices Jon ¥ Bon para el modo encendido y las matrices

Jot ¥ Bot para el modo apagado.

. Empleamos la variable auxiliar u para obtener el modelo conmutado: la

matriz antisimétrica resultante J(u) = Jonu + Jos(1 — w); la matriz de
entrada B(u) = Bont + Bor(1 — ).

. ,CC:diag[Ll,Cl,...,Li7CZ’...7Cj,...]
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10. Los resistores involucrados aparecen en el circuito original de la siguiente
forma: por cada bobina L; habra un resistor r; en serie con la bobina; por
cada capacitor C; habra un resistor R; en paralelo con dicho capacitor.
Esto hace que en la matriz R aparezca en la diagonal una resistencia r;
asociada a la bobina L; y una conductancia 1/R; asociada al capacitor C}.

11. El modelo resultante esta dado por:

LCi =T (u)x —Rx+ B(u)E . (7.4.1)

Observacion 1. El modelo (7.4.1) surge naturalmente del enfoque de grafos.
Un modelo semejante al propuesto (cambia ligeramente en los términos de entrada
de energia externa) ya ha sido empleado con anterioridad (ver [17, Seccion 2.13]).

Observaciéon 2. Como se puede apreciar, las dos matrices LC y R surgen
naturalmente del enfoque propuesto y sin hacer ningtn tipo de calculos. De la
formalizacion de la matriz R se puede apreciar que no es necesaria la inclusion
de ningun resistor en la estructura del grafo. Solo tiene que cumplirse que sean
resistores en serie con las bobinas o resistores en paralelo con los condensadores.
Evidentemente, en nuestro enfoque excluimos los casos de resistores equivalentes
en serie con los condensadores o de resistores equivalentes en paralelo con las
bobinas.

7.5 Conclusiones y trabajos futuros

Presentamos un procedimiento de convertidores de potencia del tipo CD a CD
conmutados operando en modo de conduccién continuo; esto es, convertidores
conmutados mediante modulacién de ancho pulso con dos modos de operacion
on y off. El uso de grafos nos permite identificar la dindmica del sistema asociada
principalmente a dos matrices: una matriz antisimétrica J(u), posiblemente de-
pendiente de la posicién u del interruptor, que establece la relacion de intercambio
de energia, un campo conservativo’ entre inductores y capacitores para un inte-
rruptor accionado u € {0,1}; y una matriz f(u) de entrada al convertidor la cual
establece la forma en que la fuente CD de tension E energiza a las bobinas Lj;.
El procedimiento de modelado mostrado nos permitié obtener un modelo
general (7.4.1), junto a su modelo promedio (7.4.2), para convertidores de po-
tencia basados en fuentes CD de tension E. Gracias a los grafos (diagramas) y
a su equivalencia en matrices, pretendemos usar en un futuro el procedimiento
propuesto para generar nuevos convertidores de potencia (con topologias no es-
tudiadas hasta ahora) y compararlos con los existentes. Usando la matriz inversa

"Lo que se llama también resonancia o propiedad de dinamica sin pérdidas (lossless en
inglés) [20, 21].
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(J —R)~! es posible ademas evaluar el efecto de elementos parasitos (pérdi-
das asociadas a la matriz R) sobre la respuesta en estado estacionario, debido a
que puede expresar en una forma semejante al generado mediante el teorema del
elemento extra de Middlebrook (ver [19]).

Como se puede apreciar en los ejemplos presentados, el procedimiento mostrado
simplifica el calculo de ecuaciones que se pueden plantear usando las leyes de
Kirchhoff. Este procedimiento se puede extender al caso de fuentes CD de co-
rriente I: en dicha situacién, se deben analizar los ciclos de corriente formados
por la fuente I y uno o més condensadores.
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